FISICA QUANTISTICA I - PROVA SCRITTA DEL 19/02/2026

1. Considerare una particella in una buca quadrata infinita,

0 se0 <z <L,
400 altrimenti,

Vi(z) = { (1)

con funzione d’onda iniziale data da

¢(l‘= O) =A [(;51(1}) + eiw(fﬁ?(x)} ) (2)

dove ¢,, rappresenta lo stato stazionario n-esimo e ¢ € una costante reale.

(i) Determinare A e 9(x,t).

(ii) Qual ¢ la probabilita di trovare la particella nella meta sinistra della buca di
potenziale all’istante t = 07

(iii) Qual & la probabilita di trovare la particella nella meta sinistra della buca a
un tempo generico t7

(iv) Se si misura l'energia della particella, quali valori si possono ottenere e con
quali probabilita? Determinare il valore medio dell’energia a un generico istante di
tempo.

(v) Determinare il valore medio della quantita di moto a un generico istante di
tempo.

2. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale,

P2 1
H:%+§mw2X2. (3)

Al tempo t = 0 il sistema si trova nello stato

=20 -2, (@)

con |n) autostato di H corrispondente all’autovalore E,, = hw(n + 1/2).

(i) Determinare, per ogni tempo ¢ > 0, i valori medi di posizione, quantita di moto
ed energia.

(ii) Costruire la matrice densita del sistema ad un generico tempo ¢t > 0 e mediante
questa ricavare le probabilita con cui vengono ottenuti i possibili valori dell’energia,
il valor medio dell’energia e lo stato dopo la misura.

3. Consideriamo 'hamiltoniana (rispetto ad una base ortonormale {|1),2),]3)})

H = : a,b,c e R. (5)

SO 2
o o O
L O o

Determinare [¢,(t)) e |1y(t)), partendo dagli stati iniziali:

0

1
a) |Ya0))= 11|, b) [(0)=1[0
0 0



SOLUZIONI PROVA SCRITTA DEL 19/02/2026

1. (i) Usando la condizione di normalizzazione,

/0 (2, 0)]* dz = 1, (6)

si ha
1= / 1A [61(2) + €%n(2)] | da (7)

N 'A'Z/O (I1(@)]? + |¢a(@)]? + €9 ha(2) 67 (x) + €1 () d3()) dx.  (8)

Poiché gli autostati stazionari sono ortonormali, i termini incrociati si annullano e
quindi
1=]AP (1+1) =2/AP, (9)

da cui ]
A=—, 10
v (10)
a meno di una fase globale arbitraria che, essendo fisicamente irrilevante, poniamo
uguale a zero.

Siccome gli stati ¢, () sono stazionari, abbiamo
1
V2

Usando 'espressione degli autostati della buca infinita,

() = \/%Siﬂ(?) , (12)

P(z,t) = [qbl(x)e_iElt/h + ei“”ng(a:)e_iEQt/h] ) (11)

si ottiene
1 . (TX i 2mx _i3E1t/h
w(x,t):ﬁ sm(f>+e sin{ —— J e : (13)
con 2 2p
n*mw
B =St (14)

(ii) La meta sinistra corrisponde all’intervallo [0, L/2], da cui

L2
Po,/2)(0) = / |¢(z,0)Pdx
0

1 Lz ' ‘
=3 /0 [¢1(2) > + [2(2) > + %1 () pa(x) + € ¥ (x)da(x)] da

2
L/2 L/2 L2
= % [/0 |1 ()P da —i—/o |2 () |?dx + 2 cos i d1(2) () dx] _
(15)



Usando le autofunzioni della buca infinita, segue

L/2 L/2
; o1(z)po(z) dx = %/0 sin(%) sin(%Tx) dx

2

/2
== /0 sin(y) sin(2y) dy, (16)

dove si & posto y = mx /L. Usando sin(2y) = 2sin(y) cos(y) si ottiene

w/2 w/2
/ sin(y) sin(2y) dy = 2/ sin?(y) cos(y) dy
0 0

! 1
:2/ w?du = =, (17)
0 3
avendo posto u = siny. Pertanto
1 4
p[07L/2](0) == 5 + 3_7T COS . (18)

(iii) 11 calcolo a t # 0 procede esattamente nello stesso modo, operando la sosti-
tuzione ¢ — ¢ — 3E t/h. Si ha dunque, definendo w = E; /h,

1 4
Po,Ls2(t) = 5 + 3 cos(p — 3wt). (19)
(iv) Il valore medio dell’energia ¢ dato da:

5m2h?

1
H(t)) = |a|*E ’Ey= —(Ey+ Ey) = ——
(H(t) = el By + |eo By = 5(By + Bz) = 3,

(20)
valido per un generico istante di tempo, essendo una costante del moto. Abbiamo

usato ¢; = 1/ V2 ey = e / V2. La misura dell’energia puo quindi dare E; o E
con uguale probabilita pari a |ci|* = |ea]? = 1/2.

(v) Il valore medio dell’impulso & dato da:
L 0
() = [ (o) (=i ) vtetyds
0 ox
L, T L

- 2
= —zhﬁ/o [e"(w_?’“’t) sin(%) cos(%) (21)

. 2
+ 2eie—3wt) gipy (%) CoS (%) ] dx

8h .
=37 sin(p — 3wt). (22)

2. (i) Esprimendo X e P in funzione degli operatori a e af, ricordando che a'|0) = |1)

e usando
2 _ig 3 _im
(1) = 20y — | [Eemimumy) (25)
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otteniamo

(X)(t) = —2—\5/5 %cos(wt), (24)
(P)(t) = %ﬁv himw sin(wt), (25)
<H>:§Eo+§E1=%M. (26)
i)

pl0) = [N = 21001+ 21yt = Loy - Lo, n

da cui 5
W(E = Eu) = Tr(pFy) = Te(ol0} 0]) = 2. )
p(E = ) = Te(pPy) = Te(p1)(1]) = 3, (29)
(H) =Tr(pH) = % hw. (30)

Si noti come questi risultati siano indipendenti dal tempo in quanto il sistema
e conservativo. Dopo la misura dell’energia la matrice densita assume la forma
po = |0)(0] se si & ottenuto come risultato £ = Ey, py = |1)(1] se E = E}.

. Gli autovalori di H sono dati da F; = ¢, 5 = a+b, E3 = a—b, con corrispondenti
autostati

0 1 1 1 1
o) = (1], lb2)=—7510|, l¢s)=—| 0 ]. (31)
0 V2 u V2o
Quindi [1,(0)) coincide con I'autostato |¢;), per cui lo stato ¢ stazionario. Invece
1 A :
t)) = _(e—zEzt/h + 6—1E3t/h >
|46(t)) 7 |2) |¢3)
1 1 1
_ 2 [ emitarvitsn [ | oy pmita=bit/n [
2 1 1
. cos(bt/h)
_ e—zat/h 0 . (32)
—isin(bt/h)



