Ladiffrazione di raggi X € imputabile alainterazione radiazione-materia
trai raggi X egli eettroni in un cristalo.

1. Diffusione elastica: interazione tra onda e particella (Thomson)
2. Diffusione inelastica: interazione tra due particelle (Compton)

Raggi X « Denstaelettronicar (r)
Elettroni « Potenziale dettrostatico F(r (r))
Neutroni « Dengtanuclearer’(r)

Problema: Quant’é I’ampiezza diffusa da un singolo e ettrone?

Qualunque essa sia (calcolabile e/o misurabile), la prendiamo come unita
di riferimento.

Problema: Quant’ e |’ ampiezza diffusa da un gruppo di elettroni?

E la somma su tutti gli eettroni, tenendo conto che le onde diffuse hanno
ampiezza e fase, e quindi differenze di cammino ottico efas.

Per N elettroni in un atomo, questo valore el fattore di scattering atomico

fattore di scattering atomico f = ampiezza diffusa da un atomo
ampiezza diffusa da un singolo elettrone

Ad angolo di diffrazione nullo (g = 0), tutte le onde diffuse sono in fase, ed
il valore di f euguale a numero di eettroni nell’ atomo neutro f=Z

Ad angoli di diffrazione diversi da zero, ci saranno alcune interazioni fuori
fase tra onde con cammino ottico diverso ef saraminore di Z.

f dipende daq (o seng/l =d*/2), in modo scalare dad* (nel reciproco)




Tipicamente, i fattori f sono calcolabili e tabulati per incrementi successivi
inseng/l , o messi in grafico.
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Per O, Ne, S™ (tutti con 10 elettroni totali), le curve mostrano che:
Atomi oioni gross hanno grossa dipendenza angolare di f
Atomi oioni piccoli hanno minor dipendenza angolare di f

Problema: quant'e |'ampiezza diffusa da una collezione di atomi
(molecola, cellaunitaria, etc..)

Basta sommare i divers contributi atomici tenendo conto delle differenze
di cammino ottico (fas diverse).

Per unacellaunitarig, F eil fattoredi struttura:

fattoredi struttura Fny = anpiezzadiffusadatutti gli atomi in cella
ampiezza diffusa da un singolo elettrone




| pedici hkl indicano I’ampiezza della radiazione diffusa per un certo piano
reticolare con indici di Laue hkl (e quindi Fn4 dipendono vettorialmente
nello spazio reciproco)

Fra = Numero complesso, che contiene un’ ampiezza ed una fase!

La determinazione di una struttura cristallina per diffrazione di raggi X
consistein una serie di passaggi, trai quali:

1. Misuradella posizione angolare e dell’ intensita diffratta nello spazio.

2. La determinazione della forma e delle dimensioni della cella cristalina
(dedotta dalle posizioni dei picchi di diffrazione nello spazio reciproco)

3. La determinazione della posizione degli atomi nella cella a partire dalla
misuraddlle intensitaly di tutti i rifless.

Le parti 1 e 2 sono generamente sperimentalmente e matematicamente
accessibili, mentre la 3, tenuto conto che Iy M [Fraf (ove s perdono
informazioni sulle fasi), richiede la ricostruzione della fase per ciascun
riflesso, tramite una serie di ipotes, cacoli, datistiche, intuizione
matematica e conoscenza cristall ografica e chimica.




Sovrapposizione di onde

Rappresentazione grafica

Utile per la comprensione di base, ma praticamente impossibile da trattare
In sistemi compless in piu dimensioni.
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Rappresentazione algebrica

Una qualsias onda puo essere rappresentata da funzioni trigonometriche:

Onda #1: X1 =¢q coy(f +ay)
Onda#2: Xo = Cp coy(f +ay)

¢, sono le ampiezze di ciascun’onda; X; i

valori ‘spostamento’ punto per punto, a;
le fas relative e f (uguae per ogni />
onda), € un valore proporzionae al :
tempo (per un’onda che s propaga).

Assunzione: le onde hanno la stessa
lunghezza donda | (radiazione
monocromatica e diffusione elastica).

La sovrapposizione di onde genera - -
un'onda (risultante) caratterizzata da :
spostamento X, = Xq + Xo

Quindi: Xy = X1+ Xo = ¢y cod(f +a,) + ¢, coq(f +ay)
Ovvero: X, = ¢, cosf cosa; — ¢, senf sena; + ¢, cosf cosa, — ¢, senf sena,
X, = cosf (¢, cosa; + ¢, cosa, ) —senf (¢, Sna; + ¢, senay)

Se definiamo, per I’ ondarisultante, ¢, ed a, in mdo che:
Cr COSA, = C; C0SA1 — C C0SA, = § G COSA,|
C Sena,; = C; Sena; + G senap = S ¢ sena,|

X, = cosf (¢ cosay) +senf (G senay) = ¢ cog(f + &)

L’ onda risultante dalla somma di due (o piu onde) dalla stessa frequenza e
di ampiezze ¢; efas a;, possede ampiezzac, efase a, date da:

tana, = ¢, sna,/ ¢, cosa, = S ¢ seng; / S ¢ cosa, e
= [( cosay)” + (& senar)] ™ = (S G cosay)” + (S g sena)) ™




Rappresentazione vettoriale

Lavorando, p.es. nel piano xy, e possibile sommare onde come se fossero
vettori di lunghezza ¢ e fase (angolo con |’ asse x) a;:
Le componenti X ed y sono, rispettivamente, A; = ¢; cosa; e B; = ¢ sena;

L’ onda risultante e caratterizzata dallasomma di vettori
ed e equival ente ala descrizione a gebrica precedente.

Rappr esentazione esponenziale con numeri complessi

Nel piano complesso (di Gauss-Argand) un vettore di componenti A
(sull’asse reale) e B (sull’asse immaginario) € descritto da un punto P
(numer o complesso P) ddl tipo:
P = (A,B) coppiaordinatadi numeri reali o:
P=A+iB

Il complesso coniugato P* eil numero P* = A —iB
Il modulo di P, |P| €un valorereale dato da
PI=[PP]™ = [(A +iB)(A ~iB)]"* = [A*- B = [A® + BY™

Esprimendo P = A + iB in notazione esponenziale:

P= |P|eif , dovef el’angolo di fase dato da ~ tanf =B/A
derivata dallarelazione: é" = cosf + isenf
Siano ora: A = ¢ cosa, = § ¢ Cosa,

B =c; sena, = S G seng;
Cr:(A2+BZ)1/2

ia,

Per I’ondarisultante, A +iB = ¢, cosa, + ic, sena, = c,e

Lasommadi diverse onde di tipo qeiai

ce* =5 ge¥
non é altro che unasomma di numeri complessi!




Intensita dei raggi X diffratti

| caso:

S prenda un cristalo bidimensionale caratterizzato da una ripetizione
ordinata di atomi ‘singoli’ (ciascuno di fattore di scattering fg), ciascuno
localizzato dl’ origine della‘cella’.

Sail cristaloin condizioni di diffrazione, tale per cui | = 2dngSing

(a)
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Per gli atomi che giacciono nello stesso piano, la differenza di cammino
ottico trai raggi diffratti € nulla, e gli atomi diffrangono in fase.

Per gli atomi che giacciono in piani separati di dpg, 2dng, €tc., per
costruzione (dato che vale la legge di Bragg!), la differenza di
cammino ottico el , 2 , etc., ed ancoragli atomi diffrangono in fase.

In ambedue questi casl, I'ampiezza diffusatotale € Fror = Sy

Per ogni cella, ¢'e un unico atomo (al’ origine) e I'ampiezza diffusa per
cella, Fy € Fra = fo



|l caso:

Il cristallo non contiene solo un atomo per cella, ma un ‘motivo

molecolare’ costituito da 2 atomi uguali (p.es. cristallo di 15, etc.)

Per costruzione, mettiamone uno al’ origineel’ atroin posizioner ;.

I, puo essere descritto da coordinate frazionarie (uq, vi, W) tali per cui:
r{=rgw=uUa+wvb+wc

La differenza di cammino ottico tra le onde diffuse da questi atomi €:

DC.O.=AB-CD =r;s-r;5=r1(s-%)

Ricordandoci che:
Fi{=ruww=Wa+vb+wc
eche essendo soddisfattalalegge di Bragg:
(s-s) =1 d*pyg =1 (ha* + kb* +Ic*)
DC.O. =1 (ha* + kb* +Ic*) " (u;a+ vib + wiC)

Moltiplicando e semplificando (aa* = 1, ab* =0, etc.):

DC.O. =1 (hul + le + IW]_)

Il numero (hu; + kvy + lwy), che rappresenta la componente di r;
perpendicolare a piani dyg in ‘frazioni di dpg’, € il parametro
fondamentale che caratterizza le condizioni di interferenza costruttiva /
distruttiva

Se (hu; + kvy + Iwy) = 0 [gli atomi giacciono nello stesso piano di indici
hkl], s hainterferenzacostruttiva.

Se (huy + kvy + Iwy) = 0.5 [gli atomi giacciono uno nel piano di indici
hkl eI’ dtro esattamente ametatrai piani], s hainterferenzadistruttiva.



Nel caso generale, in cui ci Sano piu atomi, ciascuno di fattore di
scattering atomico f;, in posizioni caratterizzate da ri, basta usare un
diagrammavettoriale, dacui s ricavache;

definendo i = 2p/l DC.O. = 2p(hu; + kvy + [wy)

|’ onda risultante e caratterizzata da:

Fra = Sfiexp [2pi (hu; + kv; + 1w)]

Con:
(ui, vi, W) coordinate frazionarie (POS ZIONI) degli atomi in cella
2p(hu; + kv; + Iw) angolo di fasef; dell’ atomo i-esmo
Fna = fattore di struttura (complesso) del riflesso di indici di Laue hkl
(che determinal’ intensitadel raggio diffratto)

(a)

In pratica, esiste unarelazione matematicatale per cui,
notalametrica dellacellareale (dacui s ricava quellareciproca)
nota laposizione di tutti gli atomi in cella (u;, vj, W)

S puo calcolare la grandezza Ry = |Fhk||eif e, nNoto |Fr|, calcolare [Fraf
che e proporzionale dl’ intensita diffrattadel ‘riflesso’ di indici hkl.

Per |anotazione: F=A +iB

A =Sf; cos[2p (hu; + kv; + [w)]
B =Sfisen[2p (huy; + kv; + 1w)]
f =tan™ B/A




Esempio #1: Struttura del CsCl

(a) )y @ :Cs’ O:cr

Fig. 1.12. (2} Cubic interstitial site, ry fry = 0.732, within the simple cube unit cell and (h)
the CsCl structure (ions not o scale).

L e posizioni atomiche sono (Uc, Var, Wey) = (0, 0, 0)
(Ucs, Ves, Wes) = (Y22

dacui:

Fra = T exp[2pi (h0+k0+10)] + fes exp[2pi(hWAkYAIYY =
= =fa + fos exp[pi(h+k+1)]

| caso: (h+k+l) = intero pari = 2n; exp[2npi] = 1; Fng = fo + fcs
Il caso: (h+k+l) = intero dispari = 2n+1; exp[(2n+1)pi] =-1; Fng = o - fes

fﬁs

o (b)

i'Ilf";il - sz}

In ambedue i cas i vaori Fyy sono valori reali (componente immaginaria
nulla): questo € valido ogniqualvolta la struttura ha un centro di smmetria
al’origine dellacdllal




Esempio #2: Struttura di un metallo hep (cella primitiva esagonale)

T 1 Leposizioni atomiche sono:
b, My Ii:- b -*—\j—— —_
I;“.I ' ‘ |’.'.l: - \ | . (UA, VA’ WA) - (0’ 0’ O)
Fig. 5.8. Hexagonal net of the hexngonal P lattice showing (n) primitive hexagonal unit cell (qu VB) WB) = (1/37 2/31 1/2)
with the iraces of the six prism faces indexed (hkd), (b} hemagonal {Four-index) unil aell with
the traces of the six prism fsces indexed {REd], (c) onthohexagonal (Fase or C-centred) unit

the trad
\.l.l:

Fra = T exp[2pi(hO+k0+10)] + f exp[2pi(hl/3+k2/3+11/2)] =
=f[1+ exp[2pi(h1/3+k2/3+|1/2)]

Qualche esempio:
Piano (002)

Fooz = f[1 + exp(2pi)]= 2f
Piano (100)

Fio0 =T [1 + exp[2pi(1/3)]] =f[1 +cos(2/3p) + isen(2/3p)] =f (0.5+10.866)
Piano (101)

Fio1 = f [1+exp[2pi(1/3+1/2)]]= f [1+cos(5/3p)+isen(5/3p)] =f (1.5-10.866)

Leintensitg, proporzionali a|Fnq |2, saranno date da:
loop = 2f2f = 4f2

l100 = [f (0.5+10.866)][f (0.5-10.866)] = f*

l1o1 = [f (1.5-10.866)][f (1.5+i0.866)] = 3f*

Imnaginary Imaginary Imaginary
aNis | axis | e

N.B. Le intensta sono numeri reali anche se Fyy sono compless. La
misura sperimentale delle intensita non permette |a determinazione della
fase associata ad ogni riflesso.




Esempio #3: Realtade fattori di strutturadi cristalli centrosmmetrici
(con |" origine sul centro di Simmetria)

Per ogni atomo di coordinate frazionarie (Up, Va, Wa) ce N’ e uno di

coordinate frazionarie (-Ua, -Va, -Wa)

Per ogni atomo con angolo di fase +f, ce n’e uno con angolo di fase —f

Per ogni coppiadi atomi centrosmmetrici,

Fra = fexp [2pi (hua + kva + Iwp)] + fexp [2pi (-hua— kva—Iwp)] =

=fexp [2pi (hua+ kva+ Iwa)] + fexp [-2pi (hua + Kva + TWp)] =

sommadi un complesso col suo coniugato: i termini in seno spariscono:
Fra = 2f cos[2p (hua + kv + 1w)y)] numero reale

Sommando su ogni coppiadi atomi S sommano numeri reali
Fria = Swiz2 fi cos [2p (hu; + kv; + 1w)]

Corollario: la distribuzione ddle intensita diffratte da un cristalo
centros mmetrico € anch’ essa centrosimmetrica.

Problema: come e ladistribuzione ddlle intensitadi un cristallo acentrico?

Per un solo atomo in cella, calcoliamo separatamente | spi+y € | ke

I(+h+k+|) = F(+h+k+|) F*(+h+k+l) = f exp[2pi(hu+kv+Iw)] f exp[-2pi(hu+kv+Iw)] =
= f exp[2pi(hu+kv+Iw)] f exp[2pi(-hu-kv-Iw)]

I(—h—k—l) = F(—h—k—l) F*(—h-k—l) =f exp[2pi(-hu-kv—|w)] f @(p[-Zpl(-hU-k\/-lW)] =
= f exp[ 2pi (-hu-kv-Iw)] f exp[2pi (hu+ kv+1w)]

Oowero: Funsiy = Frenky €  Fnkeny = Frnkay, dacui | aniksty = | ke




Legge di Friedel: Ladistribuzione delle intensita diffratte da un cristallo,
centrico od anche acentrico, € sempre centrosimmetrica

N.B. Seesolo sef ereale (in assenza di assorbimento..)

In presenza di assorbimento, f = fo + f + if” (f € complesso, ma f* e di
solito piccolo..): lalegge di Friedel e (quasi) vera..

Le correzioni f ed f° sono i fattori di diffusone anomala:
non dipendono dasing/l , madall’ energia dellaradiazione incidente.

La presenza di un centro di smmetria nella distribuzione delle intensita,
qualsiasi siala smmetria redle del cristallo, implica che gruppi puntuali
non centrosmmetrici non possono essere distinti da quelli centrici

Del 32 gruppi puntuali cristallografici, solo 11 contengono un centro di
simmetria: sono i cosiddetti gruppi Laue

Crystal system pOInl e Lave pomt Eroup

Cubic mlm 432 43m

(twor Lauwe point grougps) 5 i

Tetragonal 4 /rinim 422 dmm  41m
\rwn Laue point groups) 4 m 1 i
Orthorbombic ™ LT

Trigonal im

[two Laue point groups) i

Hexagonal b S 622 Gmm Gm?2
(two Lave point growps) G/ m 1] 3
Monoclinic

I'mclinic

Esistono comunque tecniche piu raffinate (scattering anomalo) o di
analis datistica delle intensita che permettono ‘ipotes’ di smmetria
centrica od acentrica.

In pratica
Lamisuradelle Iy permette di calcolare |Fq|, manon la suafase.
Nota la struttura, € possibile calcolare |Frq|, lasuafase, ed I,
Determinare la dstruttura ... vuol dire assegnare la fase a ciascun
riflesso per cui sl € misurata Iy
Tipicamente, s raccoglie un numero ato di Iy (1000-100000), per poi
risolvere la struttura (risolvendo il problema della fase) per molecole
di 10— 200 atomi circa.




In prima approssimazione:

i = K [Friaf

In realta

i = K [Friaf(Lp)(Abs)

Dove:

(Lp) € un fattore trigonometrico conosciuto (e che dipende dal tipo di
strumento), che tiene conto della velocita (angolare) di scansione w
(detto fattore di Lotentz L o fattore cinetico) e della polarizzazione
indotta da un eventuale monocromatore (p). (Lp) e indipendente dalla
struttura cristallina.

(Abs) € un fattore di attenuazione dei raggi primario e diffratto dovuto
all’ assorbimento (tipo Lambert-Beer | = |, exp™ che va integrato su
tutto il volume del cristalo per tutti i differenti cammini ottici). (Abs)
dipende fortemente dalla forma e dalle dimensioni del cristallo e dalla
sua composizione chimica. Solo per cristali sferici la correzione
dipende solo daq (ovvero dad*y, € non e vettoriae..).

[Fria| in realta € il fattore di struttura per atomi a riposo, [Frovi|- Dato che
ad ogni temperatura, tutti gli atomi S muovono, se <u*> @& lo
spostamento quadratico medio goer un MOto armonico isotropo intorno
dlaposizione di equilibrio (in A%):

IFrii] = [Frovibl €Xp(-BisoS nzq/l 2) e Bix = 8p2< u>> (in AZ)




Tipicamente, a T ambiente cristalli ionici hanno 0.5 < By, < 2.0
Tipicamente, a T ambiente cristalli molecolari hanno 3.0 < Big, < 6.0
Biso = 3.5 significa<u®>"? di 0.21 A (10-15% di dia.n) 1-2.5 A)

Ovvero, ad dto g (>25° con tipica radiazione Mo-Ky,), cristali ionici
mostrano intensita diffratta e cristalli molecolari no!

{ch

!

fo B sin? g/h%)

Quindi, il valore ‘corretto’ di |, che dipende solo dalla struttura e dal
movimento degli atomi, ma non dall’esperimento e dala forma e
dimensioni del campione &

leorr = I/ (ABS)(LP) = K |Friaf

Se riusciamo a stimare k (Metodo di Wilson o Wilson Plot, che stima
anche un <B> medio), possiamo misurare;

[Frval = (cor/K) 2 in scala assoluta (el ettroni!),

che e uno degli ingredienti fondamentali per tentare di assegnare le fas e
risolvere la struttura.

Dalle formule viste, in ogni nodo del reticolo reciproco, esiste un’intensita
diffratta che contiene il contributo di tutti gli atomi in cella, in termini di
specie atomica (f;), coordinate (u;v;w;) € moto termico (<B> o B;).




Cristalli reali

1. Diversamente dai cristalli ideali, hanno dimesioni finite
2. Il numero di celle contigue e ‘limitato’

Dallateoriaddladiffrazione ottica:

La larghezza dei picchi principali dipende da quanto € grande N
(numero di righein un reticolo, o numero di fenditure)

Se N non e particolarmente grande, compaiono minimi e massimi
secondari, tanto piti importanti quanto € basso N

B |

il

5in

o A A i 24 B 4

Ba 32 2a 3a 6a a

I

Fig. 7.9, Diagram of the diffraction pattern from a grating {drawn on one side of the direct
heam) consisting of N narrow slits of spacing 4. Between the principal maxima there are
{¥ — 2) subsidiary maxima or fringes. The diagram is drawn for ¥ = 6 (modificd from Oprics
by E. Hecht and A. Zajuc, Addison-Wesley, 1980).
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Per la diffrazione di raggi X, se N e piccolo, i punti reticolari in cui S ha
diffrazione non-nulla sono dei ‘nodi con dimensione’; pertanto,
attraversano la sfera di Ewald non ‘istantaneamente’ (al’angolo g), ma
aanche avaori angolari leggermente divers (q + dqg)

Cristalli piccoli (tipicamente <1 mm) hanno picchi allargati. Rispetto
ala risoluzione strumentale (dgs) , il picco ha una larghezza effettiva
(sperimentale) dge = dgs + dgc [dgc = dgc(Campione)] o, in qualche
caso, dge”= dgs” + dc”.



Problema: come s puo quantificare |’ allargamento dgc e valutare N?

S prenda un crigtdlo finito, di dimensione t nella direzione normale ai
piani dny
Se ci sono mpiani, mdyg =t

| caso

Immaginiamo che il cristallo sia in condizioni di riflessone (dd 1°
ordine) di Bragg, per cui: | =2dseng

Trai piani Oed 1, il DC.O. é 2dyseng = |

Trai piani 0e 2, il DC.O. e 4dysenq = 2

Trai piani 0 ek, il DC.O. emultiplo di 2d,yseng = multiplo di |

Ovvero: tutti i piani sono in condizioni di interferenza costr uttiva
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Il caso

Immaginiamo che il cristallo sa QUASI in condizioni di riflessone
(del 1° ordine) di Bragg, per cui: | =2dsenq
Trai piani Oed 1, il DC.O. e QUASI 2dnyseng = |
(Interferenza costruttiva)

Trai piani 0e 2, il DC.O. e QUASI 4d,ysenq = 2l

(Interferenzaun po’ meno costruttiva)
Trai piani 0 ek, il DC.O. finisce per non essere piu QUASI multiplo di
2dnwseng = QUASI multiplo di |, ma, piu k s alontanada 0, s rischia
che ci sano piani con DC.O. semiinter 0!

Problema: per chevaoredi k cio succede?

Accoppiamo i raggi diffratti dal piano O e dal piano m/2;
All’angolo di Bragg: (m/2)l = (m/2)2d,senq
(Interferenza costruttiva)

S hainterferenza distruttiva all’ angolo (q + dg) quando invece:

(m/2)I +1 /2= (m/2)2dwsen(q + dq)
Questo e anche I'angolo per cui interferiscono fuori fase i piani (1 e
m/2+1); (2 e m/2+2), etc.
Inpratica, (M/2)l + 1 /2= (m/2)2dwsen(g + dq) ci da la condizione
angolare per cui 1 raggi diffratti danno interferenza distruttiva su tutto il
cristallo.

(m/2)l +1/2=(m/2)2d,sen(q + dqg) = (m/2)2d;,(sengcosdq + cosgsendq)

Per piccoli angoli dg, cosdg » 1 e sendq » dq

(m/2)l +1/2=(m/2)2d,seng + (m/2)2d,,xcosg dq oVVEeo:
| /12=(m/2)2dgcosqdg | =(m)2d.gcosg dg = 2tcosq dqg
dacui: 2dq =1 /tcosq Equazionedi Scherrer

gpesso modificatain 2dg =kl /tcosg ek » 0.9 (0 meno).



Spesso s associaalalarghezzadi un picco laFWHM o b » 2dq

T

P \

Al - i, VR
2(8 = o8| 26 2{E+ Hd)

2dg=b=1/tcosy, 0. th =1 /bcosgn

Nella costruzione di Ewald, per un nodo di dimesioni NON puntiformi, ma
spesso t (nelladirezione d* y):

Dato che |[d* h| = d* g = 2seng/| /”" ) ‘)
d(d* ) = d(2seng/l ) = 2cosg/l da ,
L
Ovvero: o\
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Le dimensioni del nodo lungo (hkl)

sono il reciproco dello spessore del cristallo in (hkl)

Corollario: la forma tridimensionale del nodo € determinata dalla
formatridimensionale ddl cristallo!

Cristalli 3D infiniti I nodi sono puntiformi
Cristali 2D infiniti | ‘nodi’ sonolinee  strutture astrati
Cristalli 1D infiniti I ‘nodi’ sono piani polimeri stirati

Oggetti OD (amorfi, gas) non ci sono nodii!



