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Pa,ern	
  recogni/on	
  in	
  
biomedical	
  imaging:	
  	
  
the	
  Hough	
  transform	
  	
  



Some	
  preliminaries	
  



Pixel	
  –	
  grey	
  levels	
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Image	
  –	
  Matrix	
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Edge	
  detec/on	
  



Edge	
  detec/on	
  	
  



Edge	
  detec/on	
  



The	
  Hough	
  transform	
  



The	
  Hough	
  transform	
  (1962)	
  is	
  a	
  standard	
  paFern	
  recogni&on	
  technique	
  for	
  the	
  
detec&on	
  of	
  straight	
  lines,	
  circles,	
  and	
  ellipses	
  in	
  images.	
  

Hough	
  transform	
  



Detec/on	
  of	
  straight	
  lines	
  in	
  images	
  



Detec/on	
  of	
  straight	
  lines	
  	
  
The	
  equa&on	
  of	
  a	
  straight	
  line	
  is	
  usually	
  wriFen	
  this	
  way:	
  

X

Y

(x1,y1)	
  

(x2,y2)	
  

A

B
Image	
  space	
   Parameter	
  space	
  

y=	
  a*x+	
  b*	
  
	
  b=	
  -­‐x1	
  a	
  +y1	
  

	
  b=	
  -­‐x2	
  a	
  +y2	
  

y = ax + b

(x1,y1)	
  belongs	
  to	
  the	
  line:	
  	
  
è	
  In	
  the	
  parameter	
  space	
  

y1 = ax1 + b
b = −x1a+ y1

(x2,y2)	
  belongs	
  to	
  the	
  line:	
  	
  
è	
  In	
  the	
  parameter	
  space	
  

y2 = ax2 + b
b = −x2a+ y2



Lines	
  and	
  points	
  duality	
  

A	
  point	
  on	
  a	
  straight	
  line	
  in	
  the	
  image	
  space	
  is	
  projected	
  into	
  a	
  straight	
  line	
  in	
  
the	
  parameter	
  space,	
  and	
  the	
  whole	
  straight	
  line	
  in	
  the	
  image	
  space	
  is	
  

projected	
  into	
  a	
  single	
  point	
  in	
  the	
  parameter	
  space:	
  
this	
  is	
  (a*;	
  b*),	
  i.e.,	
  the	
  intersec2on	
  point	
  of	
  all	
  projected	
  straight	
  lines.	
  

A

B
	
  b=	
  -­‐x1	
  a	
  +y1	
  

	
  b=	
  -­‐x2	
  a	
  +y2	
  

a*	
  

b*	
  

The	
  straight	
  lines	
  in	
  the	
  parameter	
  space	
  are	
  the	
  Hough	
  transforms	
  of	
  the	
  points	
  in	
  
the	
  image	
  space	
  



The	
  recogni/on	
  algorithm	
  
1.  Discre&za&on	
  of	
  the	
  parameter	
  space	
  in	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  NxM	
  cells:	
  

ai	
  =	
  a0	
  +	
  i	
  δa	
  	
  	
  	
  where	
  	
  	
  	
  i=1,..,N	
  	
  
bj	
  =	
  b0	
  +	
  j	
  δb	
  	
  	
  where	
  	
  	
  	
  j=1,..,M	
  	
  

A

B

2.  Define	
  an	
  accumulator	
  matrix	
  	
  H=HMxN=(Hji) such	
  that	
  

3.  Project	
  point	
  (xP,yP)	
  into	
  the	
  straight	
  line	
  	
  	
  b=	
  -­‐xP	
  a	
  +yP	
  	
  
	
  and	
  look	
  for	
  the	
  cells	
  crossed	
  by	
  the	
  line	
  	
  

1	
   1	
   1	
  
1	
   1	
   1	
  

1	
  
1	
  

1	
   1	
  

ai	
  	
  

bj	
  

δb	
  

H ji = 0 ∀i, j

4.  Update	
  the	
  accumulator	
  matrix	
  entries	
  corresponding	
  to	
  the	
  cells	
  crossed	
  by	
  
the	
  line	
  

H ji =
H ji +1

H ji

!
"
#

$#

If	
  cell	
  ji	
  is	
  crossed	
  

otherwise	
  



5.  Repeat	
  for	
  each	
  point	
  in	
  the	
  image:	
  

A

B
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   1	
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6.   Local	
  maxima	
  in	
  the	
  accumulator	
  matrix	
  iden/fy	
  the	
  intersec/on	
  
points	
  of	
  the	
  projected	
  straight	
  lines	
  

	
  
7.   Local	
  maxima	
  in	
  the	
  accumulator	
  matrix	
  iden/fy	
  collinear	
  points	
  in	
  the	
  

input	
  image	
  
	
  
8.  If	
  j*i*	
  is	
  the	
  pair	
  of	
  indices	
  corresponding	
  to	
  the	
  global	
  maximum	
  in	
  the	
  

accumulator	
  matrix,	
  then	
  	
  
y=	
  ai*	
  x+bj*	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  the	
  straight	
  line	
  in	
  the	
  image	
  space	
  we	
  are	
  looking	
  for	
  	
  

The	
  recogni/on	
  algorithm	
  



a)  Input	
  image	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (303x350	
  =	
  106050	
  pixels)	
  	
  

Example	
  



b)	
  Extrac&on	
  of	
  points	
  to	
  be	
  transformed	
  
(1882)	
  

c)	
  Points	
  corresponding	
  to	
  a	
  single	
  
straight	
  line	
  (306)	
  	
  

Selected	
  points	
  from	
  the	
  image	
  



d)	
  Hough	
  transforms	
  of	
  the	
  points	
  in	
  d)	
  	
   e)	
  Accumulator	
  matrix	
  

Parameter	
  space	
  



f)	
  Selected	
  points	
  and	
  detected	
  straight	
  
line	
  

g)	
  Recognized	
  straight	
  line	
  superimposed	
  
to	
  the	
  input	
  image	
  

Image	
  space	
  



Duda	
  –	
  Hart	
  (1971-­‐1972)	
  



Duda	
  –	
  Hart	
  (1971-­‐1972)	
  

The	
  general	
  transform	
  approach	
  can	
  be	
  extended	
  to	
  curves	
  other	
  than	
  straight	
  lines.	
  	
  
The	
  only	
  thing	
  you	
  need	
  is	
  a	
  	
  a	
  

	
  parametric	
  representa/on	
  for	
  the	
  family	
  of	
  curves	
  you	
  are	
  looking	
  for	
  	
  	
  



If	
  ,	
  as	
  a	
  parametric	
  representa&on	
  ,	
  we	
  describe	
  a	
  circle	
  in	
  the	
  image	
  space	
  by	
  
	
  
	
   x − a( )2 + y− b( )2 = r2

The	
  process	
  needs	
  the	
  use	
  of	
  a	
  three-­‐dimensional	
  accumulator	
  represen&ng	
  the	
  
three-­‐dimensional	
  parameter	
  space	
  thus	
  increasing	
  the	
  computa&onal	
  burden	
  

then	
  an	
  arbitrary	
  	
  point	
  (xP,yP)	
  will	
  be	
  transformed	
  into	
  a	
  surface	
  in	
  the	
  
<A,B,R>	
  parameter	
  space	
  defined	
  by	
  

A− xP( )2 + B− yP( )2 = R2

Duda	
  –	
  Hart	
  (1971-­‐1972)	
  -­‐	
  Circles	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Each	
  point	
  is	
  then	
  transformed	
  into	
  a	
  right	
  circular	
  cone	
  in	
  a	
  three-­‐dimensional	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  parameter	
  space.	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  If	
  	
  the	
  cones	
  corresponding	
  to	
  many	
  points	
  intersect	
  at	
  a	
  single	
  point	
  ,	
  say	
  the	
  point	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (a*,b*,r*),	
  then	
  all	
  these	
  points	
  lie	
  on	
  the	
  circle	
  defined	
  by	
  those	
  three	
  parameters	
  



a)	
  Input	
  image	
  
	
  	
  	
  	
  (317x279	
  =	
  88443	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  pixels)	
  	
  

b)	
  	
  Edge	
  detec&on	
   c)	
  Circle	
  corresponding	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  to	
  the	
  global	
  maximum	
  	
  
	
  	
  	
  	
  in	
  the	
  accumulator	
  	
  
	
  	
  	
  	
  matrix	
  

Iris/pupil	
  boundary	
  



Hough	
  transform	
  for	
  special	
  classes	
  of	
  
algebraic	
  curves	
  



Is	
  it	
  possible	
  a	
  formal	
  defini&on	
  of	
  the	
  Hough	
  transform?	
  

Is	
  it	
  possible	
  an	
  
effec&ve	
  applica&on	
  
to	
  the	
  processing	
  of	
  
biomedical	
  imaging?	
  

Is	
  it	
  possible	
  an	
  
effec&ve	
  applica&on	
  to	
  
the	
  processing	
  of	
  
astronomical	
  imaging?	
  	
  

Old	
  idea,	
  new	
  developments	
  and	
  applica/ons	
  



Which	
  are	
  the	
  most	
  appropriate	
  families	
  of	
  curves	
  to	
  detect	
  anatomical	
  profiles?	
  

Biomedical	
  imaging	
  



Nota/ons	
  



Hough	
  transform	
  for	
  algebraic	
  curves	
  



Hough	
  transform	
  for	
  algebraic	
  curves	
  



Hough	
  transform	
  for	
  algebraic	
  curves	
  



The	
  recogni/on	
  algorithm	
  



Ca,b : 3axy− x3 − by3 = 0

For	
  any	
  point	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  the	
  Hough	
  transform	
  is	
  the	
  straight	
  line	
  in	
  
the	
  parameter	
  plane	
  defined	
  by	
  

Descartes	
  Folium	
  (cubic	
  ra/onal	
  curve)	
  

ΓP (A,B) : 3AxPyP − xP
3 −ByP

3 = 0

P(xP,yP )∈Ca,b



Ca,b : 3axy− x3 − by3 = 0Descartes	
  Folium	
  



Ca,b : y2 (x − a)2 − byx2 + bx4 = 0

Quar/c	
  curve	
  	
  
with	
  a	
  tacnode	
  
(closed	
  loops)	
  

Ca,b,m : y2(x − a)2 +mx2y(y− b)+ x4 = 0

Quar/c	
  curve	
  	
  
with	
  a	
  tacnode	
  



Ca,b : y2 (x − a)2 − byx2 + bx4 = 0

Quar/c	
  curve	
  with	
  a	
  tacnode	
  (two	
  closed	
  loops)	
  

Ca,b,m : y2(x − a)2 +mx2y(y− b)+ x4 = 0

Quar/c	
  curve	
  	
  with	
  a	
  tacnode	
  (single	
  closed	
  loop	
  and	
  a	
  loop	
  closed	
  at	
  the	
  infinity)	
  

For	
  any	
  point	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  the	
  Hough	
  transform	
  is	
  the	
  parabola	
  in	
  the	
  
parameter	
  plane	
  defined	
  by	
  

P(xP,yP )∈Ca,b

ΓP (A,B) : A2xP
2 − 2AyP

2xP −BxP
2yP + xP

2yP
2 + xP

4 = 0

For	
  any	
  point	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  the	
  Hough	
  transform	
  is	
  the	
  quadric	
  surface	
  	
  
in	
  the	
  parameter	
  plane	
  defined	
  by	
  

P(xP,yP )∈Ca,b,m

ΓP (A,B,M ) : A2yP
2 − 2AyP

2xP −BMxP
2yP +MxP

2yP
2 + xP

4 = 0



Ca,b : y2 (x − a)2 − byx2 + bx4 = 0Quar/c	
  curve	
  with	
  a	
  tacnode	
  



Ellip/c	
  curves	
  in	
  Weierstrass	
  form	
  
(up	
  to	
  the	
  coordinate	
  	
  

transforma&on	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  

If	
  m=0	
  ,	
  for	
  any	
  point	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  
the	
  Hough	
  transform	
  is	
  a	
  
line	
  in	
  the	
  parameter	
  
plane	
  	
  

Ca,b,m : x −my( )2 = −y3 − ay+ b

(x, y)! (−y, x −my)

P(xP,yP )∈Ca,b



Ca,b : x2 = −y3 − ay+ b
Ellip/c	
  curves	
  



Robustness	
  test	
  



Robustness	
  test	
  



What	
  about	
  complex	
  anatomical	
  districts?	
  

Sternum	
  

Spinal	
  canal	
  	
  

Vertebral	
  body	
  

For	
  today,	
  ask	
  just	
  how	
  not	
  why!	
  



Curve	
  with	
  three	
  convexi/es	
  (degree	
  six)	
  

Cp,e : (x2 + y2 )3 = p(x2 + y2 )− e(x3 −3xy2 )"# $%
2

ΓQ(P,E) : P(xQ
2 + yQ

2 )−E(xQ
3 −3xQyQ

2 )∓ (xQ
2 + yQ

2 )3 = 0



Conchoid	
  of	
  Slüse	
  

Ca,k : a(x − a)(x2 + y2 ) = k2x2



Lamet	
  curve	
  

Ca,b,m :
x
a
!

"
#
$

%
&
m

+
ym

b
=1



Wassenaar	
  curve	
  

Ca,b,m : a(y+mx2 )2 =1− bx2



…..	
  Not	
  only	
  bones	
  …..	
  



Wa,	
  curve	
  

Ca,b,m : (x2 + y2 )(x2 + y2 −m)2 + 4ay2 (x2 + y2 − b) = 0



Detec/on	
  of	
  the	
  external	
  vertebral	
  profile:	
  conchoid	
  of	
  Slüse	
  
	
  	
  

a)	
  CT	
  image	
   b)	
  Edge	
  detec&on	
  	
  



c)	
  Accumulator	
  matrix	
   d)	
  Recognized	
  curve	
  superimposed	
  
on	
  the	
  image	
  

Detec/on	
  of	
  the	
  external	
  vertebral	
  profile:	
  conchoid	
  of	
  Slüse	
  
	
  	
  



Detec/on	
  of	
  the	
  external	
  vertebral	
  profile:	
  ellip/c	
  curve	
  
	
  	
  

a)	
  CT	
  image	
   b)	
  Edge	
  detec&on	
  	
  



c)	
  Accumulator	
  matrix	
   d)	
  Recognized	
  curve	
  superimposed	
  
on	
  the	
  image	
  

Detec/on	
  of	
  the	
  external	
  vertebral	
  profile:	
  ellip/c	
  curve	
  
	
  	
  



Detec/on	
  of	
  the	
  internal	
  vertebral	
  profile:	
  Wassenaar	
  curve	
  
	
  	
  



Detec/on	
  of	
  the	
  sternum:	
  Lamet	
  curve	
  
	
  	
  



Detec/on	
  of	
  the	
  spinal	
  canal:	
  curve	
  with	
  three	
  convexi/es	
  



Astronomical	
  imaging:	
  temporal	
  evolu/on	
  of	
  a	
  solar	
  flare	
  


