ESERCIZI TEORIA DI RAPPRESENTAZIONE DEI
GRUPPI FOGLIO 7

(1) Sia G un gruppo, F' un campo, A = FG 'algebra gruppo ed R la
rappresentazione regolare.

(a) Provare che se a € A ¢ divisore dello zero in A, allora R(a) ¢
divisore dello zero in (F'),, n = |G|;

(b) Dedurre che se a € A ¢ divisore dello zero in A, allora R(a) &
una matrice singolare;

(c) Viceversa, sia a € A tale che R(a) ¢ singolare. Mostrare che
esiste 0 # v € V = FG tale che vR(a) =0, quindi va =0e a ¢
divisore dello zero.

(d) Dedurre che per G ciclico di ordine 3 generato da g, ae-+bg+cg?
¢ divisore dello zero sse a? + b3 + ¢ — 3abec = 0;

(e) Provare che sui complessi

a® + b3 + & — 3abe = (a4 b+ ¢)(a + wb + w?e)(a + w?b + we),

ove w? = 1;

(f) Dedurre che i divisori dello zero si ottengono come unione di 3
piani in C3.

(2) Dati ag,...,an in F, sia V = V(ag,...,an) € (F)ny1 tale che v;; =

al.
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(a) Provare che det V(ao,...,an) = [[;s0(a0—a;) det V(ay, ..., an,).

(b) Dedurre che det V(ag, ..., an) = [[,>;5i>0(a — ;).

(c) Provare che V(ao,...,a,) & non singolare sse gli a; sono tutti
distinti.

(d) Supponiamo che esista in F' w una radice primitiva n + 1-sima
di 1. Provare che > p_jw ™ w™* = (n + 1)d,s.

(e) Dedurre che V (w0, ... ,w") "t = %HV(HO, —oyn™), ove wn = 1.

(f) Sia G ciclico di ordine n + 1 generato da g. Provare che {e;},
e; =Y wgl, j=0,...,n & una F-base per FG.

(g) Determinare la rappresentazione indotta dal modulo regolare

FG rispetto a questa base.
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