
ESERCIZI TEORIA DI GALOIS FOGLIO 3

(1) Sia K = Q, R = K[x] e F = K(x).
(a) Provare che A := Aut(K[x]) = {τa,b : x 7→ ax+b |K 3 b, a 6= 0}.
(b) Mostrare che A è isomorfo al sottogruppo di GL2(K) delle ma-

trici
(

a 0
b 1

)
(c) Dedurre che A è il prodotto semidiretto K∗ o K e descrivere

l’azione di K su K∗.
(d) Sia u = f(x)/g(x). Provare che F/K(u) è un’estensione finita

di grado max(deg f,deg g)
(e) Dimostrare che B := Aut(F ) = AutK(F ) = {µm : x 7→ ax+b

cx+d}

ove m =
(

a c
b d

)
∈ GL2(K).

(f) Dimostrare che π : GL2(K) → B è un epimorfismo di nucleo
ker π = K∗I2, matrici scalari su K∗.

(g) Provare che Z(GL2(K)) = K∗I2 (quindi B è isomorfo al gruppo
proiettivo generale lineare PGL2(K) = GL2(K)/K∗).

(2) Sia K = F3, R = K[x], F = K(x) e B = Aut(F ) ' PGL2(K).
(a) Determinare |B|.
(b) Sia H un 3-sottogruppo di Sylow di B. Trovare L = FH , il

sottocampo di F fissato (puntualmente) da H.
(c) Mostrare che H = AutL(F ).
(d) Trovare u ∈ F tale che L = K(u).

(3) Mostrare che i
√

3 e 1+i
√

3 sono radici di f(x) = x4−2x3+7x2−6x+
12 in Q(i

√
3). Sia K = Q(a1, . . . , a4) il campo generato dalle radici

di f . Esiste un automorfismo σ di K tale che σ(i
√

3) = 1 + i
√
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