
ESERCIZI TEORIA DI GALOIS FOGLIO 4

(1) Si ricorda che un poset (partially ordered set) (P,�) è un insieme
dotato di un ordine parziale, ossia una relazione riflessiva, antisim-
metrica e transitiva. Siano (S,�S) e (T,�T ) due poset e f, g funzioni
tali che
(a) f : S → T , g : T → S.
(b) Se s1 �S s2 e t1 �T t2, allora f(s2) �T f(s1) e g(t2) �S g(t1).
(c) s �S g(f(s)) e t �S f(g(t)) per ogni s ∈ S e t ∈ T .

Provare che gfg(t) = g(t) e fgf(s) = f(s) e dedurre che la corrispon-
denza di Galois realizza un antiisomorfismo (biezione che inverte
l’ordine) tra F0 = {FH} e G0 = {AutL(F )} ove F/K è un’estensione
di campi, H ≤ AutK(F ) e K ≤ L ≤ F .

(2) Sia X un insieme. κ : 2X → 2X dicesi un operatore di chiusura
(secondo Kuratowski) se
• a ⊆ κ(a).
• κ2(a) = κ(a).
• κ(a ∪ b) = κ(a) ∪ κ(b).
• κ(∅) = ∅.

Provare che
(a) a ⊆ b implica κ(a) ⊆ κ(b).
(b) κ(

⋃n
i=1 ai) =

⋃n
i=1 κ(ai).

(c) κ(
⋂

I ai) =
⋂

I κ(ai).
(d) Dedurre che C = {a ∈ 2X : κ(a) = a} definisce una topologia

τ su X i cui chiusi sono gli elementi di C.
(e) Costruire gli operatori di Kuratowski per gli insiemi F = {K ≤

L ≤ F} e G = {H ≤ AutK(F )} i cui insiemi chiusi sono F0 e
G0.

(3) Sia K = Q e F = K(α), ove α3 = 2.
(a) Dimostrare che µβ : F → F definita da µbeta(γ) = γβ definisce

una mappa K-lineare.
(b) Sia M l’applicazione che associa ad ogni β la matrice corrispon-

dente a µβ rispetto alla base , α, α2. Provare che M realizza un
omomorfismo di anelli tra F e (K)3, iniettivo e K-lineare.

(c) Determinare M rispetto alla base 1, α − α2, α + α2 e trovare
relazione tra le due famiglie di matrici.
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