Indice

Algoritmo di Euclide, teorema cinese e interpolazione
1.1 Algoritmo di Euclide . . . . .. ... ... ... ... ......
1.2 1l teorema cinese e i numeri di Lagrange . . . . . ... ... ...
1.2.1  Calcolo degli Ly e di v (metodo di Lagrange) . . ... ..
1.2.2  Calcolo di u (metodo di Newton) . . . . ... .. ... ..
1.3 Polinomi. . . ... ... .. ...
1.4 Interpolazione polinomiale . . . . . . .. . ... ... .......
1.4.1 Il metodo di Lagrange . . . . ... ... ... .......
1.42 I metododiNewton . . ... ... ... ... .......
1.4.3 Differenze divise . . . . . . .. ... Lo 0oL
1.5 Applicazioni . . . . . . ... L
Nota bibliografica . . . ... ... ... .. .. ......

Sviluppi in serie p—adici

2.1 Numerirazionali . . . ... .. ... ... ... . ... ...

2.2 Numeri algebrici . . . .. ... ... o oo

2.3 Il metodo di Newton . . . . .. ... ... ... ..........

2.4 Sviluppi in serie di funzioni razionali . . . . . . . ... ... ...

2.5 Relazioni di ricorrenza lineari . . . . . .. ... ... ... .. ..
Nota bibliografica . . . .. ... .. ... ... ......

Il risultante

3.1 1l risultante di due polinomi . . . . . ... ... ... .......

3.2 Applicazioni . . . . . . ... L
Nota bibliografica . . . ... ... ... . ... ......

Fattorizzazione di polinomi

4.1 Il metodo di Kronecker . . . . . ... ... ... ... .......
4.2 Criteri di irriducibilita . . . . . . . ... . o o
4.3 Campi finitie polinomi. . . . . ... ... ... . L L.
4.4 1l polinomio ciclotomico . . . . . .. ... ... ... .......
4.5 Massimo comun divisore modulare . . . . .. ... ... L.

10
13
17
25
26
30
33
34
38

39
39
50
54
o7
63
65

67
68
77
88



INDICE

4.6 Forma priva di quadrati di un polinomio . . . . . ... ... ... 112

4.7 La funzione di Mobius . . . . .. . ... ... ... ... 116

4.8 Il metodo di Berlekamp . . ... ... ... .. ... ....... 121
4.8.1 Riduzione del calcolo dei MCD: metodo di Zassenhaus-

Cantor . . . . . . . . . . e 129

4.8.2 Riduzione del calcolo dei MCD: metodo del risultante . . 130

4.8.3 1l polinomio caratteristicodi Q . . . .. ... ... .. .. 132

49 TllemmadiHensel . . ... .. ... ... ... ........ 133

4.9.1 1l lemma di Hensel per piu fattori . . . . . ... ... .. 136

4.10 Fattorizzazioni su Z . . . . . . . . . . .. e 138

4.10.1 Maggiorazioni per i coeflicienti di un fattore . . . . . . . . 140

4.11 Fattorizzazioni in un ampliamento . . . . . .. ... .. .. ... 142

Nota bibliografica . . . .. ... ... ... ... ..... 145

5 La trasformata di Fourier discreta 147

5.1 Radicidell’lunitd . . . ... ... ... .. ... .. ........ 148

5.1.1 Interpolazione nelle radici dell'unita . . . . . ... .. .. 148

5.2 Convoluzione . . . . . ... .. . . .. e 153

5.3 Matrici circolanti . . . . . . . ... Lo o o oo 156

5.4 La trasformata di Fourier rapida (FFT) . ... ... ... .. .. 159

5.5 Lacomplessitanlogn . . .. .. ... ... ... ... 163

Nota bibliografica . . . .. ... ... ... ... ..... 164

5.6 Appendice . . . . ... L e 166

5.6.1 Llalgebradiungruppo. . ... .. ... ... ... .... 166

5.6.2 Gruppiciclici . . . .. ... oo oo 167

5.6.3 Il gruppo dei caratteri . . . .. ... .. ... .. ..... 169

5.6.4 L’algebra di un gruppo abeliano . . .. ... ... .... 173

6 Bibliografia 179



Capitolo 1

Algoritmo di Euclide, teorema
cinese e interpolazione

1.1 Algoritmo di Euclide

Siano m un intero qualunque (positivo, negativo o nullo), n un intero positivo,
e
coy—kn, ..., —2n,—n,0,n,2n,...,kn,...

I’insieme dei multipli di n. Esistono allora due termini consecutivi di questa
successione, gn e (¢ + 1)n tali che:

gn <m < (g + 1)n. (1.1)

Sia 7 la differenza:
r=m—qn.

L’operazione che consiste nel determinare i due numeri g ed r si chiama divisione
di m (dividendo) per n (divisore). L’intero ¢ & il quoziente (¢ il minimo intero
il cui prodotto per n non supera m, e come tale & univocamente determinato),
e r il resto della divisione (anch’esso allora univocamente determinato). Dalla
(1.1) si ha, sottraendo gn dai tre membri,

0<r<mn

e dunque: il resto non & mai negativo ed ¢ minore del divisore. Se r = 0, si
dice che m & un multiplo di n, o che n & un divisore di m, e si scrive n|m. Se
m # 1 non ha altri divisori all’infuori di se stesso e dell’unita, allora m & primo.
Consideriamo ora due interi m e n, m > n > 0, e cerchiamo gli interi che sono
divisori comuni di m e n. Vedremo che il problema si riduce a quello di trovare
i divisori di un solo intero d. Dividiamo m per n:
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m=qn+r 0<r<n.

Ne segue r = m — gn. Si vede allora che un intero che divide m e n divide anche
r. D’altra parte, se un intero divide n e r, la stessa uguaglianza ci dice che
questo intero divide anche m, e dunque che esso divide m e n. In altri termini,
i divisori comuni di m e n coincidono con quelli di n e r. Dividendo ora n per r,
si ha, come sopra che i divisori comuni di n e r (e dunque quelli di m e n), sono
quelli di 7 e del resto di quest’ultima divisione. Proseguendo in questo modo,
si ha una successione di divisioni che ad un certo punto deve dare resto zero, in
quanto i resti sono interi positivi strettamente decrescenti (si & posto ¢ = ¢; e
r=r):

m = nq+ri, ry <mn,

n = riqz+ry, ro <1,

re = 7T2q3 + 13, rg < ro,
Tk—3 = Tk—2qk—1+ Tk—1, Tk—1 < T'k—2,
Thk—2 = Tk—14k,

con il k—esimo resto r; uguale a zero. Per 'argomento di sopra abbiamo allora
che i divisori comuni di m e n sono i divisori comuni di r;_; (I’ultimo resto non
nullo) e 0, e poiche tutti gli interi dividono 0, si ha che i divisori comuni di m
e n sono, tutti e soli, i divisori di ri_1. Posto d = ry_1, si scrive d = (m,n)
o d =MCD(m,n). Ora, d divide sia m che n, e poiche tra i divisori di d c’¢ d
stesso, d ¢ il piu grande divisore comune di m e n, d’onde il nome di massimo
comun divisore di m e n. Questa terminologia, tuttavia, nasconde la proprieta
saliente di questo numero, che non & tanto quella di essere il piu grande tra i
divisori comuni di m e n, quanto quella di esaurire, con i suoi divisori, tutti i
divisori di m e n.
Abbiamo allora il seguente algoritmo di Euclide:

input: a,b,

u:a,v:b,

mentre v # 0 fare:

(q : quoziente(u,v), t : u,u : v,v : t — qu),
output: u.

Se d = (m,n) = 1, allora m e n non hanno divisori comuni diversi da 1:
sono primi tra loro (o relativamente primi).
Il resto r1 = m — gn & una combinazione lineare di m e n:

ro=1omt (—q) .

e cio & vero anche per r9: si ha r9 =n — gory =n — gom + qiqon, da cui:
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ro = (—q2) - m+ (1 — q1q2) - n.

Cio accade per tutti i resti r;, 1 = 1,2,...,k, e dunque anche per r,_; = d. Si
ha cosi:

Teorema 1.1. (IDENTITA DI BEzZOUT) Dati due interi m e n, esistono due
interi h e k tali che d = (m,n) é combinazione lineare di m e n:

d = hm + kn. &

Nota. I due interi h e k del Teorema 1.1 non sono univocamente determinati.
Per ogni intero s si ha infatti:

d = (h£sn)m + (k F sm)n.

Modificando il programma per l'algoritmo di Euclide si ottiene ’algoritmo
di Bézout. Esso fornisce la terna [h, k, d]:
input: m,n,
w:[1,0,m],v:[0,1,n],
mentre vy # 0 fare:
(q : quoziente(u,v),t : u,u:v,v:t— quv),
output: u.

L’input dell’algoritmo consta dei due interi m e n. Nella forma data dal teorema
di Bézout essi si scrivono:

m=1-m+0-nen=0-m+1-n,

che danno le due terne iniziali dell’algoritmo. Si ha infatti m = (m,m) e
n = (n,n).

Ogni intero m diviso per un intero n, da un resto non negativo che & minore
di n. I resti possibili sono dunque gli interi 0,1,...,n — 1 (e si ottengono tutti

perché un numero m minore di n diviso per n da resto m, con quoziente 0).
Se il resto e r si dice che m ¢ congruo a r modulo n, e si scrive m = r mod
n. Ricordiamo infine il teorema fondamentale dell’aritmetica: ogni numero
intero diverso da 1 o € primo, oppure si puo decomporre in un prodotto di
fattori primi, e cio, a meno dell’ordine dei fattori, in modo unico. (L’unicita di
questa decomposizione € un’altra conseguenza dell’esistenza del massimo comun
divisore; v. l'esercizio 3 qui sotto).
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Esercizi

1. Dimostrare che se quattro numeri m,n,q,r sono tali che m = gn + r e
0 <r < n, allora g e r sono quoziente e resto della divisione di m per n.

2. Sia m|ab e (m,a) = 1. Dimostrare che allora m|b.

3. Dimostrare che (m,ab) =1 se e solo se (m,a) =1 e (m,b) = 1. Estendere
al caso di piu interi. Usare questo fatto per dimostrare che la fattorizzazione di
un intero nel prodotto di primi e unica.

4. Sia (m,n) = 1. Dimostrare che se hm + kn = 1 e h'm + k'n = 1, allora
h'=hmodn e k' =k mod m.

5. Siano a1, a9,...,a, interi positivi, e sia a, il piu piccolo. Sia r; il resto della
divisione di a; per ay, ¢ # n. Dimostrare che:

MCD (a1, az,...,a,) = MCD(r1,72,...,"n—1,0Gn).

(Si noti che il piu piccolo intero della prima n—pla ¢ il piu grande della seconda).
Ripetendo 'operazione sulla seconda n—pla, e cosi di seguito, si arriva ad una
n—pla nella quale tutti gli elementi sono uguali a zero salvo uno. Dimostrare
che questo ¢ il MCD(aq1, as,. .., ay).

6. Nella successione di Fibonacci:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...
ogni termine, a partire dal terzo, si ottiene sommando i due che lo precedono:

fn+2 = fn+1 +fna

nZO,ef():O,flzl.

a) Dimostrare che due numeri di Fibonacci consecutivi fx1 e fx sono relativa-
mente primi.

b) Dimostrare che I'algoritmo di Euclide applicato a f,12 e f,1+1 consta esatta-
mente di n passi.

(Sugyg.: si osservi che scrivendo la relazione che lega i numeri di Fibonacci come
fna2 = fn1 -1+ fn si ha, essendo f, < fr41 che f,, € il resto della divisione di
fnt2 per fni1 (e il quoziente & 1)).

¢) (Teorema di Lamé) Dimostrare che se u > v > 0 sono tali che ’algoritmo
della divisione di u per v consta esattamente di n passi, e v € minimo con questa
proprieta, allora u = fri9 e v = fri1.

(Sugg.: si osservi che r,, 9 > 2 = f3, e dunque r,,_3 > 2+ 1 =3 = fy4, e che in
generale ogni resto & maggiore o uguale della somma, dei due resti successivi).

7. Dati due interi m e n, sostituendo nella definizione di MCD la parola “massi-
mo” con “minimo” e “divisore” con “multiplo”, si ottiene la definizione “duale”

4
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di minimo comune multiplo: € il numero p tale che © multipli comuni di m e n
sono, tutti e soli, i multipli di p. Si scrive p = mem(m,n).

a) Dimostrare che p esiste ed & uguale a mn/(m,n).

b) Estendere al caso di piu interi.

8. Dimostrare che qualunque sia n nessuno dei numeri:
nl+2,n+3,....,nl+n

e primo. Lo stesso se invece di n! si prende mem(1,2,...,n). (Si ha cosi—
prendendo il pitt grande primo minore di n!+ 2 e il piu piccolo primo maggiore
di n! + n— che nella serie dei numeri primi esistono lacune arbitrariamente
grandi).

1.2 Il teorema cinese e i numeri di Lagrange

Siano ora m,n e a,b due coppie di interi. Ci poniamo il seguente problema:
esiste un intero ¢ che diviso per m da resto a e diviso per n da resto b? Questo
problema non ha sempre soluzione. Ad esempio, con m =4, n=6,a =1¢e
b = 2 dovrebbe aversi ¢ = 4q; + 1 = 6¢2 + 2, cioe c¢ insieme dispari e pari. Con
a =2 e b=4si ha la soluzione ¢ = 10. Infatti, 10=4-24+2=1-6 4+ 4.
Come si vede, 'esistenza della soluzione dipende dalla scelta della coppia
a,b. Una condizione sufficiente affinche, dati m e n la soluzione esista qualunque
siano a e b € che m e n siano primi tra loro, come dimostra il teorema che segue.

Teorema 1.2. (TEOREMA CINESE DEI RESTI) Siano m e n primi tra loro.
Allora comunque si scelgano due interi a e b esiste un intero c tale che

¢ = a mod m,
¢ = b mod n.

Inoltre, tale soluzione é unica mod mn (cioé: ¢ é l'unico intero maggiore o
uguale a 0 e minore di mn che risolve entrambe le congruenze).

Dim. Essendo (m,n) = 1, esistono h e k tali che hm + kn = 1. Si ha da qui
che kn =1 mod m e hm =1 mod n. Se a = 1 e b = 0 abbiamo gia la soluzione:
¢ =kn (e per a = 0 e b =1 la soluzione ¢ = hm). In generale, dico che
¢ = bhm + akn é intero cercato. Infatti, modulo m,sihac=akn=a-1=a
mod m, e, modulo n, ¢ = bhm = b-1 = b mod n. Per quanto riguarda
I'unicita, se d € un’altra soluzione, essendo d congruo ad a e b modulo m e n,
rispettivamente, si ha d = ¢ modulo m e n, e pertanto m e n dividono d — c.
Ma essendo m e n primi tra loro, anche il loro prodotto mn divide d — ¢, cioe
d = ¢ mod mn. Dunque la soluzione modulo mn & unica. In altre parole, esiste
ed € unico l'intero ¢, 0 < ¢ < mn che risolve le due congruenze. Ogni altra
soluzione si ottiene aggiungendo a ¢ un multiplo di mn. {
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Nota. I due interi a e b del teorema risultano allora essere i coefficienti che
servono per scrivere ¢ come combinazione lineare di hm e kn. Si osservi inoltre
che nell’esempio visto sopra, con m = 4, n = 6, a = 2 e b = 4 oltre alla soluzione
¢ = 10 si ha anche la soluzione ¢ =22: 22 =4-54+2=6-3+4, e 10 e 22 non
sono congrui modulo 4 -6 = 24. Dunque, se m e n non sono primi tra loro, non
solo una soluzione puo non esistere, ma, se esiste puo non essere unica.

Esempi. 1. Dimostriamo che il gruppo Z3 ® Z, & isomorfo al gruppo Zi5. 11
primo consta delle coppie (z,y) con x =0,1,2 e y =0, 1,2,3 con l'operazione

(z1,y1) + (x2,92) = ((1 + z2) mod 3, (y1 + y2) mod 4);

il secondo degli interi 0,1,...,11 con la somma mod 12. Data la coppia (z,y) €
Zs3 @ Zy, per il teorema cinese esiste ed € unico l'intero ¢, 0 < ¢ < 3 -4 = 12,
congruo a x mod 3 e a y mod 4. La corrispondenza (z,y) — ¢ & isomorfismo
cercato. Piu in generale, per (m,n)=1, si ha Z,, ® Z, isomorfo a Z,,,.

2. Sia ¢(n) la funzione di Eulero, cosi definita:

p(1) =1,

¢(n) = numero degli interi minori di n e primi con n.
Facciamo vedere che se (m,n) = 1 allora ¢(mn) = ¢(m)p(n). Denotiamo con
Cy, linsieme (il gruppo) degli interi minori di n e primi con n. Se (z,m) =
(y,n) = 1, allora 'intero ¢ del teorema cinese, cioeé quello che & congruo a z e
a y modulo m e n, rispettivamente, € primo con m e n, e dunque anche con il
prodotto mn. Allora la corrispondenza C,, x C,, — Ci,,, data da (z,y) — c e
ben definita per 'unicita di ¢. Viceversa, se ¢ € Cy,,, allora prendendo per z
e y i resti della divisione di ¢ per m e per n si ha che anche la corrispondenza
inversa ¢ — (z,y) & ben definita (unicita del resto). Si ha quindi corrispondenza
biunivoca.

3. Se (m,n) =1, si ha am + bn = 1, per certi a e b. Poniamo e = am, ¢’ = bn.
Si ha:

e? = (am)? = am - am = am(1 — bn) = am — abmn = am = e mod mn,

e analogamente e¢> = ¢ mod mn. Questo fatto si esprime dicendo che, nel-
lanello delle classi resto mod mn, e ed € sono idempotenti. Inoltre sono
ortogonali:

ee’ = am - bn = abmn = 0 mod mn,

e la loro somma ¢ 1: e +¢' = 1.
Il teorema cinese si generalizza al caso di piu moduli.

Teorema 1.3. Siano mg,m1,...,my interi o due a due primi tra loro, e siano
UQ, UL, - . . , Uy interi qualunqgue. Allora esiste un intero u tale che

u = u; mod my,
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1 = 0,1,...,n, e questo u € unico modulo il prodotto momy---my. In altr:
termini, risolvere il sistema di congruenze x = u; mod m;, 1 = 0,1,...,n,
equivale a risolvere la sola congruenza T = u mod mymq - - - My,

Di questo teorema daremo due dimostrazioni, una di esistenza e l'altra
costruttiva.

Prima dimostrazione. (v. Esempio 1.) Dimostriamo innanzitutto che se u
esiste allora € unico modulo il prodotto m = mgmq ---m,. Se infatti v = u;
mod m;, per tutti gli 4, allora v — v = 0 mod m;, e dunque (gli m; sono primi
a due a due) u —v = 0 mod m, cioé v = v mod m. Consideriamo ora per
ogniu=0,1,...,m—1,1a (n+ 1)—pla (u mod mg,u mod myq,...,u mod my).
Queste (n + 1)—ple sono, al variare di u, tutte distinte, in quanto se per certi
uevtra 0 em — 1 si avesse:

(v mod my,...,u modm,) = (v modmy,...,v mod my,),

allora v = v mod m. Ma le (n + 1)—ple (vg,v1,...,vy), dove 0 < v; < m;
sono anch’esse tutte distinte, e il loro numero ¢ uguale a quello delle preceden-
ti, cioe m. Dunque per la data (n + 1)—pla (ug,u1,...,u,) esiste una delle
(u mod mg,u mod myq,...,u mod my) che la eguaglia.

Seconda dimostrazione. Questa dimostrazione estende quella del caso di due
interi gia vista, e come in quel caso si da un metodo per costruire la soluzione.
Posto m = mg e n = mymo - - - my, si ha che esistono due interi h e k tali che
hm + kn = 1, e dunque, posto Lo = kn,

Lo =1 mod m,
Lo = 0 mod n.

Ly e divisibile per il prodotto mims - - - m,, e dunque in particolare per m;,
1=1,2,...,n. Ne segue:

Ly =1 mod my,
Ly = 0 mod m;,

i = 1,2,...,n. (Si noti che Ly risolve il problema per la (n + 1)—pla uy =

Lbug = ug = ... = u, = 0). Con stesso argomento applicato agli altri m;
abbiamo allora n + 1 interi Ly, L1, ..., L, tali che:

Ly = 1 modmy,

L = 0modm;j,

per j # k. L’intero:
’LLULU + U1L1 + ...+ unLn

€ una soluzione comune delle date congruenze. Per I'unicita si veda la prima
dimostrazione.
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Nota. Gli L; formano una “base mista” per gli interi mod m, dove m =
momyi - - - My, nel senso che per ogni tale intero u esiste ed & unica la (n+1)—pla
(wo, U1, ..., Up), con 0 < up < my tale che u = Y ) _gupLy. Questa (n+ 1)—pla
si puo allora considerare come una rappresentazione di u: la chiameremo rappre-
sentazione modulare di u, rispetto ai moduli mgy, my,...,m,. Rappresentare un
intero in questo modo non da luogo ad una perdita di informazione, in quanto,
per il teorema cinese, possiamo ritrovare v univocamente a partire dagli u;.

Chiameremo gli Ly numeri di Lagrange.

Siano Aq, Ao, ..., A, anelli commutativi con unita. La somma diretta degli
Ak:

A:A1®A2®--'®Ar,

¢ l'anello che ha come elementi le r—ple (a1, as9,...,a,), e come operazioni la
somma e il prodotto di queste r—ple componente per componente. Le r—ple
(0,0,...,0,a,0,...,0) formano un sottoanello A, isomorfo ad Ag. L’unita di
Aelar—plal = (1,1,...,1), e quella di Ay & e; = (0,0,...,0,1,0,...,0).
Allora, la somma degli e & 1, 'unita di A:

e1rt+e+---+e =1,
mentre il prodotto di e; ed e;, con i # j & zero:
e;e; = 0;
inoltre:
er = ey
Le unitd degli A sono dunque idempotenti ortogonali. Dato un elemento

a = (a1,a9,...,a,...,a,) € A, esso & somma delle proprie componenti a; =
0,0,...,0,a,0,...,0); ma (0,0,...,0,a,0,...,0) = aek, e dunque:

ap = aeg.

Allora A=A, @Ay & --- + ®A,, cioe A & somma diretta dei propri sottoanelli
A}, (somma diretta interna).

Viceversa, sia. A un anello commutativo con unita 1 tale che 1 ammetta una
partizione in idempotenti ortogonali: e; + e+ ---+ e, = 1. Allora gli elementi
aey, a € A, formano un sottoanello in quanto:

aer, = bep = (a £ b)ey,
(aer)(bey) = aber = abey.

Denotiamo con Aj, questo sottoanello, e con @, I’elemento aey. Ay ha ej, come
unita:
aiper = aepep = ae% = aer = ag,

8
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e gli elementi ¢ € A ammettono la decomposizione:
a=a-1=ale;+es+---+e)=ae +aeg+---+ae, =ay + a2+ +a,

con aeg € Ag, e dove si & posto ap = aeg. Questa decomposizione € unica; se
infatti si ha anche:
a =zx1€e1 +x9en + -+ xreEp,

con zj, € A e zpep, € Ay, allora, moltiplicando per e;j si ha xje; = ae;. Dunque
A=A 0 A -+ DA,

Nell’Esempio 3 di sopra abbiamo visto che e = Ly e ¢/ = L sono idempotenti
ortogonali e a somma 1. Questo accade per tutti gli Li. Si ha, con m =
momy - Mp:

1. L0+L1+...+anlmodm.

Prendendo up = u1 = ... = up = 1 si ha Y, L; = 1 mod m;. Ne segue
che > L; — 1 e divisibile per m; per tutti gli 7, e dunque ¢ divisibile per il loro
prodotto m.

2. LiL;j = 0 mod m,i # j.

Cio si vede osservando che il prodotto L;L; contiene come fattori sia [[;; ms

che H#j ms e dunque tutti gli m; e il loro prodotto m.

3. L% = Lj; mod m.
Segue da 1. che
Lk:LklELk(L0+L1++Lk—|—+Ln) mod m.

Per 2., tutti i prodotti Ly L;, j # k, sono zero modulo m e resta solo Li.

Sia ora A = Z,, 'anello delle classi resto modulo m, con m = mg - - - my,.
Per quanto visto sopra gli Lj permettono una decomposizione di A in somma
diretta dei sottoanelli Ay = {aLy mod m,a € A}. Posto ay = aLi mod m
(dunque aLy = mq + Gy, per un certo q), ’elemento a (la classe resto a mod
m) si decompone in:

a=a1+ay+ -+ a, mod m,
ed essendo L = 1 mod my e Ly = 0 mod m;, ¢ # k, si ha:
@, = a mod my, ax = 0 mod m;, i # k.

Il sottoanello A & isomorfo all’anello delle classi resto mod my. Infatti, consi-
deriamo la corrispondenza Z —> Aj, data da a — @. Si tratta evidentemente
di un omomorfismo surgettivo. Se @ = 0, allora alLj; e divisibile per m, e
dunque per tutti gli m;, e in particolare per my; ma essendo Ly = 1 mod my,
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my. deve dividere a, cioe ¢ = 0 mod myg. Viceversa, se a = 0 mod my allora
aLi = 0 mod myg; ma essendo sempre alLy =0 mod m;, per i # k (perche cio
accade per gli L) si ha che aLy ¢ divisibile per tutti gli m;, e dunque per m.
In altri termini @ = 0 mod m. In questo omomorfismo allora gli elementi del
nucleo sono tutti e soli i multipli di my, e per il teorema di omomorfismo si ha
In definitiva,
Zm:A()@Al@@An

(somma diretta interna), dove la componente in Ay di a € Z,, & il resto della
divisione di a per my.

Torniamo ora al teorema cinese. Per calcolare u si pud procedere in due
modi:

1. Come visto nel teorema: dati gli my si calcolano una volta per tutte gli
Lj e poi, per ogni scelta degli u;, si determina u come combinazione lineare
degli Ly a coefficienti gli u;. E’ questo il metodo di Lagrange.

2. Si considerano insieme i dati m; e u;, e si costruisce w ricorsivamente
a partire dai dati mg e ug, quindi mg,m1 e ug, u1, ecc. Questo & il metodo di
Newton.

Vediamo ora in dettaglio questi due metodi.

1.2.1 Calcolo degli L, e di u (metodo di Lagrange)

Siano dati mg,mq,...,m, a due a due relativamente primi. Per ogni coppia

Z(-k) e s,(:) tali che:
(k) (4)

s; 'mi + 8. my =1,

(mj, myg), esistono allora s

OVVero:

(k) (4)

s;'mi =1 — s, my.

Tutti gli sgk)mi,i # k, sono allora congrui a 1 modulo my, come pure il loro
prodotto Lj:
L. =11 sgk)mz- = 1 mod my.
ik

Per ¢ # k questo prodotto ha come fattore m;, per cui:
. =0 mod my, i # k.
Per operare con numeri pitt piccoli trasformiamo Lj, come segue:
Ly = iz st m; = [Tizr st [Tizr i

10
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e sostituiamo J[; . s;

congruenza inalterata in quanto se [[; 4 s;

L, =

(k)

con

il resto che da nella divisione per my. Cio lascia la

(k)

= gmy, + r allora:

(gmi +7) [ mi = qmp [] ma +r [ ma

r1l

ik

i#k i#k i#k

m; mod my.

Poniamo Ly = 7 [];j, m;. Poiche Ly = L) =1 mod my, abbiamo:

Ly,
Ly,

=1 mod my,

=0 modm;, 1F#k.

Riassumendo, per calcolare Ly:

1. Per ogni 7, determinare due interi sgk) e s,(:) tali che:

sz(-k)mi + sl(ci)mk =1.

2. Fare il prodotto di tutti gli sgk), i # k, dividerlo per my, e prendere il resto

Tk.

3. Allora Lg = 7 [T 7.

Esempio. Siano mg = 7, mq = 11, me = 13, mg = 15. Procedendo come

visto sopra si ha:

Con questi valori abbiamo:

Ly

s+ sV =1,

-3 2
sP7 4+ P13 =1,
2 —1
SO+ V15 =1,
—2 1
P11+ Mz =1,
6 -5
s+ sPis=1,
—4 3

ss13 + sP1s=1
7 —6

s9s50 (mod 7) - 111315
2.—1-1(mod 7)-11-13-15

11
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= -2

(mod 7) - 2145

= —4290.

L = s{"sMslY (modll)-7-13-15
— —3.-5-3 (modl1) - 1365
= 45 (mod11) - 1365
= 1-1365
= 1365.

Ly, = 382)352)39) (mod13)-7-11-15

2.6-—6 (mod13) - 1155
—72 (mod13) - 1155

= —7-1155
= —8085.

Ly = s (mod15)-7-11-13
= —2.-4.7 (mod15) - 1001

56 (mod15) - 1001

= —4-1001 = —4004.

Scegliamo ora quattro interi:

UO:—I,

U1:—2,’u,2:2,’u,3:6;

un intero congruo a u; mod m;, 1 =0,1,2,3, &

4290 — 2 - 1365

—2-8085 — 6 -4004 = —38634,

e l'unica soluzione modulo mgmimaomsg = 7 -11-13 - 15 = 15015 si ottiene
aggiungendo a —38634 l'intero 3 - 15015. Si trova u = 6411.

Come visto in precedenza,

i quattro interi Lj ora trovati permettono di

decomporre 'anello Z,,, con m = 15015, nella somma diretta di quattro sot-
toanelli. Se a € Z,,, le sue componenti nei quattro addendi sono aLj; mod m.
Ad esempio, sia a = 156; allora:

0. @ = aLp mod 15015 = 156 -
1. @ = aLj mod 15015 = 156 -
2. @y = alLe mod 15015 = 156 -
3. a3 = aL3 mod 15015 = 156 -

—4290 mod 15015 = 6435;
1365 mod 15015 = 2730;
—8085 mod 15015 = 0;
—4004 mod 15015 = 6006.

12
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La somma dei quattro numeri trovati vale 15171 che mod 15015 e proprio 156.
Inoltre, @ = a mod m;; infatti:

6435—156 = 897-7;2730—156 = 234-11;0—-156 = —12-13; 6006 —156 = 390-15.

1.2.2 Calcolo di v (metodo di Newton)

Nel metodo di Newton, che ora consideriamo, la soluzione w si costruisce ri-

corsivamente usando sia gli m; che gli u;. Se uw*~1) & una soluzione per i
dati:
Mo, M1, ..., ME—1,
UQy ULy« -y Uk—1,

il metodo fornisce una soluzione u*) per i dati:

mo,Mi1,...,ME—1, Mk,
Uy ULy e oy Uk—15 Uk

Sia k = 0. In tal caso i dati sono:

mo
ugp.

Sia u(® il resto della divisione di ug per mg. Allora:
u® = uo mod my
conu® < mg. Sek=1e

™o, my
Uop, U1

sono i dati, sia:

sgl)mg + s§°)m1 =1.

Sappiamo che una soluzione ¢ data da:

(1) (0)

U8y Mo + UpSy "M1.
Se invece di uy prendiamo il resto della divisione di ug per mg, e cioé ©(?), allora
il numero:
1 0
ulsg )mg + u(o)sg )m1

0)

¢ anch’esso una soluzione perche questo numero € congruo a w9, e quindi a g,

modulo mg. Percio sia:

1) (1) 0) .(0)

ul = U1, mo—i-u( s1°mq.

13
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(0) (1)

Poiche s} 'my = 1 — 53 "my, possiamo scrivere:
u) = ulsgl)mo + u(o)(l — sgl)mo),

OVVero:

ul = u® + (1 = u®)sf .

Questa € una soluzione per questo caso in quanto:

uM) =40 = ug mod my,

e poiche s(()l)mo =1- sgo)ml,

u = u® 4 (uy — )1 - sgo)ml),

per cui:
ut) = %1 mod my.

Cosi, per passare da k = 0 a k = 1 si aggiunge alla soluzione u(9) del caso k = 0

(1)

la differenza tra il nuovo valore u; di u e u(®) moltiplicata per 55 my.
Sia ora k = 2. Abbiamo:

sgl)mo + s§°’m1 =1,

(2) (0)

sy 'mo + 89 ‘mo =1,

s?)ml + sél)mz =1.

Poniamo:
u® = u® 4 (uy — u(o))sgl)mg + (ug — u(l))s(()Z)mo . SEZ)ml.

Qui abbiamo aggiunto a u), che & la soluzione nel caso k = 1, la differenza
us—uY) moltiplicata per 382)m0-3§2)m1. Si tratta effettivamente di una soluzione
in quanto:

= ug mod my,

u® =40 = %1 mod mj.
(2) (0) (2) (1)

Inoltre, se scriviamo s; 'mo =1 — sy 'mg e s 'm; =1 — 55 "My abbiamo:

u® =40 ¢ (up — u(o))sgl)mg + (ug — u(l))(l — sgo)mz)(l — sgl)mg),

che fornisce:

2)

u® =M 4 (ug — u(l)) = ug mod my.

14
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Il funzionamento del metodo & ora chiaro: supponiamo nota la soluzione
(kil) = . .
U = u; mod m;,

j=0,1,...,k—1. Allora:

u®) = w0 4 (g — u®D) TT 5P, (1.2)

(u(®) = ug mod my). L’intero richiesto & allora u = u(™),

k-1 (k)

Nota. 1. Conviene spezzare il prodotto szo s; mj e calcolare separatamente
i fattori s, = ?;& sg-k), e qp = f;é mj, per k=1,2,...,n.
2. Poiche .
sgk)mi + sl(f)mk =1,
abbiamo:
sgk)mz- =1 mod my, 1 #k.
Ne segue:

(k)

— —1
S; :mz-

mod my,.

(k)

In altri termini, s;”” & I'inverso di m; modulo my.

Poniamo ora:
ar = (ug — u(k_l)) - s mod mmy,

0)

con ag = u® = ug mod mg. La formula (1.2) diventa:

ulh) = w7 4 ayqy,

e abbiamo il seguente algoritmo (per semplificare i calcoli conviene ridurre
subito il valore attuale di « modulo I'mj, successivo):

input: Mg, Ui, iy qi,

u U,

per k: 0 a n — 1 fare:

(u : w mod my,

a: (up —u)sgyr1r mod myq,

w:u+ aggtr),

output: u.

Esempio. Vediamo come funziona il metodo di Newton sull’esempio visto in
precedenza. Calcoliamo i gg:

G = my=171,
@ = moym;=7-11=177,
q3 = momime =7-11-13 = 1001.

15
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Per gli s abbiamo:

k=1:
s1 = s(()l) = mal =7"'mod 11 =8;
k=2
362) = mo_1 =7 'mod 13 =2,
s§2) = ml_1 =11"" mod 13 = 6,
per cui:
s9 =2-6 mod 13 =12 mod 13 = 12;
k=3
s = mgl =7 mod 15 = 13,
s = myl=11"" mod 15 = 11,
s = myl=13""mod 15 =7,
e

s3=—2-—4-7=>56 mod 15 = 11.
L’algoritmo da allora:

k=0:

u = ugmod 7= —1mod7 = 6;

u 0,
(=2 —(6)) -8 = —64 mod 11 = 2,
u : 64-7=20;

abbiamo a questo punto:

20 = —1mod?7,
20 = —2mod 11;

u : 20mod 13 = 7,
a : (2-7)-2 = —10mod 15 =75,
u : 2045-77 = 405;

16
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qui abbiamo:

405 = —1mod?7,
= —2mod 11,
= 2mod 13;

u : 405 mod 15 =0,
(6 —0)-11 =66 mod 15 = 6,
u : 405461001 = 6411,

che e I'intero trovato col metodo di Lagrange.
Si osservi ora che:

Posto u{~1) = 0 abbiamo:
u=ag+aimo+ axmomi + ...+ apmomy - Mpy_1. (1.3)

Gli interi a; forniscono quella che si chiama la rappresentazione newtoniana di
u nella “base mista” 1, mg, mgmq,...,mgMmq - Mp_1:

U =< AYyA1y..., 0y > .
Nell’esempio visto si ha 6411 =6+4+2-7+5-77+ 6 - 1001, e dunque:

6411 =< 6,2,5,6 > .

1.3 Polinomi

Come nel caso degli interi, esiste tra i polinomi a coefficienti in un campo una
divisione con resto: se f = f(z) e g = g(x) sono due polinomi, esiste una
(unica) coppia di polinomi g = ¢(z) e r = r(x), con dr < dg, tale che:

f=gq+r.

(11 simbolo O indica il grado del polinomio. Ricordiamo che gli elementi del
campo (costanti) hanno grado 0, ad esclusione dello 0 (il polinomio nullo), al
quale non si assegna alcun grado). Vediamo come si trovano ¢ e r. All'inizio
abbiamo un ¢ e un r, e sono:

gq=0er=Ff;

17
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infatti:

ma la condizione dr < dg non sara in generale soddisfatta. (Si osservi che ¢ =0
e r = f & la soluzione quando dg > 9f). Se r # 0 e dr > g, consideriamo
i monomi di grado massimo di r e g, e siano m(r) e m(g), e il loro quoziente
m(r)/m(g). I nuovi valori di ¢ e r saranno:

m(r) m(r)

1F mig) €7~ mig) 9
Quando r = 0 0 dr < dg, il procedimento termina. Abbiamo dunque il seguente
algoritmo.

input: f,g,

q:0,7r:f,

mentre r # 0 e Or > 8g fare:
4297 gy T2 T T m(g) )
output: q,r.

Esempio. f =z -2z +1, g=2%+1,

q:0,r=f.

r # 07 Si. Or > 0g7? Si.
m(r)/m(g) = z*/2” = 2?,
q:04+2% r: f—a%g= -2z,
Jr > 0g? No.

L’algoritmo termina, con output i valori attuali di g e r, cioé 22 e —2z, che
sono il quoziente e il resto della divisione.

Vediamo ora perche ’algoritmo funziona, cioe fa effettivamente quello che
vogliamo (fornire ¢ ed r con f = gg+r e 0 < 9r < dg). Intanto perche
f = qg + r & vera per i valori iniziali 0 ed f di q ed 7, e inoltre perché questa
uguaglianza resta vera quando si sostituiscono a ¢ ed r i nuovi valori:

m(r) m(r)
f=a9+r=(q+ g+ (r— 9). 1.4
( m(g)) ( () ) (1.4)
Infine perche il valore finale di r & » = 0 oppure & tale che dr < dg (e ’algoritmo
si ferma). Infatti, il grado di r — %g e inferiore al grado di r; siano:
ro= apx™ +a ™t -+ am,
g = bz’ +biaF T by,
e sia m > k. Allora:
r— m(r)g = (apz™ +apz™ 4 .0) — @xm*k(ngk + byl )
m(g) bo
= aoz™ +az™ - Fa, —agr™ — -
arz™ -

18



1.5. Polinoms

con gli altri termini di grado inferiore a m — 1 (oppure 'intera espressione si
annulla).

Nota. L’uguaglianza (1.4) & ovviamente vera per qualunque polinomio si metta
al posto di m(r)/m(g). La scelta di quest’ultimo, pero, & quella che fa si che il
grado diminuisca.

Se r = 0, allora si dice che g divide fo che f é multiplo di g. Se un polinomio
non ha altri divisori all’infuori di se stesso e delle costanti esso e irriducibile.
(Quest’ultima nozione corrisponde a quella di numero primo nel caso degli in-
teri). Nell’altro caso, quando cioé esso € prodotto di due polinomi, entrambi di
grado inferiore al proprio, il polinomio si dice riducibile.

Corollario 1.4. Se il polinomio f(z) ha una radice a nel campo, f(a) = 0,
allora f(z) é multiplo di z — a.

Dim. La divisione di f(z) per x — a fornisce f(z) = (z — a)q(z) + r(z), con
Or(z) < d(r —a) = 1, e dunque o r(z) = 0, oppure Jr(z) = 0, cioe r(z) = ¢,
una costante. Ma si ha 0 = f(a) = (a — a)q(a) + r(a), e dunque r(a) = 0. Ma
essendo r(z) costante, se assume una volta il valore 0 lo assume sempre; dunque

r(z) =0. &

Se f(z) = (z—a)q(z) e q¢(a) = 0 allora a & radice doppia (almeno) di f(x); si
ha in questo caso che (z —a)? divide f(z). In generale, a & radice di molteplicita
m (almeno) se (z — a)™ divide f(z).

Corollario 1.5. Un polinomio f(x) di grado n > 1 ha al pit n radici (nel
campo o in un suo ampliamento).

Dim. Induzione su n. Se n =1, f(z) = az + b ha la sola radice z = —b/a.
Sia 0f > 1. Se f(z) non ha radici, non c’¢ piu niente da dimostrare. Altrimenti,
sia ¢ una radice. Per il corollario precedente, f(z) & multiplo di z — a: f(z) =
(x —a)g(z). Se ora b # a & una radice di f(x), lo & anche di ¢(z), in quanto
0= f() =(b—a)q(b), ed essendo b —a # 0 & ¢(b) = 0. 1l polinomio ¢g(x) & di
grado n — 1, e dunque, per induzione, ha al pitt n — 1 radici. Queste sono anche
radici di f(z); aggiungendo la radice a, f(x) ne ha al pitt n.

Tenuto conto del teorema fondamentale dell’algebra: un polinomio di grado
n > 1 a coefficienti nel campo complesso C ha almeno una radice in C, si ha:

Corollario 1.6. Un polinomio di grado n > 1 a coefficienti in C ha esattamente
n radici in C (contando le molteplicita). <

Corollario 1.7. Se due polinomi f(z) e g(z) di grado al pit n hanno gli
stessi valori per m + 1 wvalori distinti della variabile, allora essi coincidono:

f(z) = g(x).
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Dim. Tl polinomio f(z) — g(z) ¢ di grado al pilt n e ammette n + 1 radici.
Non puo avere grado positivo perche allora, per il corollario precedente, avrebbe
al piu n radici, e non puo avere grado zero perche allora sarebbe una costante
non nulla, e in tal caso non avrebbe radici. Allora si tratta del polinomio nullo:

f(z) —g(z) =0, e dunque f(z) = g(z). ¢

In particolare, se assegnati n + 1 valori distinti xg, z1, ..., x, della variabile
esiste un polinomio di grado al pitt n (o nullo) che assume n + 1 valori dati sugli
z, allora questo polinomio & unico. Che esso effettivamente esista lo vedremo
nel prossimo paragrafo.

Come nel caso degli interi, si definisce il massimo comun divisore di due
polinomi f(x) e g(z): & il polinomio d(x) che ha come divisori tutti e soli i
divisori comuni di f(x) e g(z). (Nel caso di polinomi, i divisori sono definiti
a meno di costanti moltiplicative). La dimostrazione dell’esistenza di d(x) e
costruttiva. Come per gli interi essa si basa sull’algoritmo di Euclide, che ora
ha la forma seguente: dividendo f = f(z) per g = g(x) si ha:

f=g9q+r, or < 0g,

e proseguendo la divisione, si ha (posto r =r1,q = ¢1):

g = riq2+12, Jry < Ori,

rT = Troq3+T3, Ors < Ora,
Th—3 = Tk—2Qk—1 + Thk—1, Org—1 < Org_a,
Tk—2 = Th—1qks

e rp = 0. L’ultimo resto non nullo r;_; & il massimo comun divisore d = (f, g)
dei due polinomi. (Se r =0, allora (f,g) = g).
Se d(x) & una costante, allora f(z) e g(x) sono relativamente primi.
L’esistenza del massimo comun divisore permette di estendere ai polinomi
alcuni dei risultati visti per gli interi. In particolare si ha che ogni polinomio
st decompone nel prodotto di polinomsi irriducibili, e cio, a meno dell’ordine dei
fattori e della moltiplicazione per costanti, in modo unico.

Abbiamo visto (Corollario 1.4) che se un polinomio ha una radice, allora
esso si riduce. 11 viceversa non e vero in generale. Ad esempio, nel campo reale,
il polinomio z* + 222 + 1 si spezza in (z2 + 1)(x? + 1), ma radici reali non ne
ha.

Esempi. 1. (Derivata di un polinomio) La possibilita di eseguire la divisione
permette di definire la derivata di un polinomio in modo puramente algebrico.
Sia infatti:

f(z) =apz" + a1z + - +ay
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un polinomio su un campo e o un elemento del campo o di un suo ampliamento.
Allora dividendo f(z) per £ — « si ha:

f(z) = (z — )q(z) + r(z), (1.5)

con r(z) costante. Eseguendo esplicitamente la divisione si trova, per il quo-
ziente:

q(z) = apr" ' 4 (apa + ay)z" " + (ape® + ara + ag)z" T3 4 - -

-1 —2
+ aga" + ala” + -+ ap_20+ an—1,

e per il resto:
r(z) = aga” + a1 P+ Fa, 10+ ay.

(Si noti come r(x) sia il valore di f(x) in a, e dunque vale 0 se « & radice di f(z),
e viceversa). I coefficienti di ¢(z) sono dunque polinomi in « di grado 0,1,...,
n—1, dove il k—esimo polinomio ha per coefficienti i primi & coefficienti di f(z).
Calcolando ¢(z) in « si trova n—k volte il termine azo™ %=1, k=0,1,...,n—1,
e dunque:

q(@) = naga™ t + (n — a1a™ 2 + 2ap_00 + ap_1.

Scrivendo il polinomio a secondo membro come polinomio in z, si ottiene
lespressione di quella che definiamo come derivata del polinomio f(z).
(La derivata della (1.5) eseguita secondo il metodo dell’analisi e:

f'(z) = q(z) + (z — a)q (2),
da cui appunto f'(a) = g(a)).

2. (Il metodo di Horner) Dalla (1.5) vediamo che il valore f(«) di un polinomio
f(z) in un punto « & il resto della divisione di f(z) per x — . Questa divisio-
ne fornisce un metodo che permette di calcolare f(«), e che & pitt economico
del metodo standard che consiste nel calcolo delle potenze di . Col metodo

standard occorre eseguire le n — 1 moltiplicazioni - o = o?, & - = o?,.. .,

a" !'.a = a”, e quindi le n moltiplicazioni a;o; in tutto 2n — 1 moltiplicazioni.
Si osservi invece come si ottengono i coefficienti del quoziente g(x) a partire da
quellidi f(z): cominciando da ag, si moltiplica per « e si aggiunge il coefficiente
successivo:

ag, apx + a1, (apa + ay)a + ag, . . .

L’ultimo coefficiente di ¢(x) € un polinomio di grado n — 1 in «; moltiplicando
ancora per « e aggiungendo a, si ha il resto della divisione, cioe il valore di

f(z) in a:
fl@)=((...(apa+a1)a+a2)a+--) + ap.
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Quest’ultima uguaglianza fornisce un metodo (metodo di Horner) per il calcolo
di un polinomio in un punto « che richiede n moltiplicazioni, cioé circa la meta
di quelle richieste dal metodo standard, e n addizioni.

Come per gli interi abbiamo, con la stessa dimostrazione, I'identita di Bézout
per i polinomi:
Teorema 1.8. (IDENTITA’ DI BEzouUT). Sia d(z) = (f(z),g(z)). Allora

esistono due polinomi a(xz) e b(x) tali che:

d(x) = a(z) f(x) + b(z)g(z). &

Nota. In particolare, se f(z) e g(z) sono relativamente primi allora si ha
I'uguaglianza di sopra con d(z) = d, una costante. Dividendo a(z) e b(z) per d
si hanno due polinomi a'(z) e b'(z) tali che o' (z)f(z) + b (z)g(z) = 1.

Il teorema cinese, che si basa sull’identitd di Bézout, sussiste anche per i
polinomi, con dimostrazione analoga :

Teorema 1.9. (TEOREMA CINESE PER POLINOML.) Siano:
mU(x)a ml(x)a s 7mn($),

polinomi a due a due relativamente primi, e siano:
wo(z),ur(x), ... up(x)
polinomi qualunque. Allora esiste un polinomio u(x) tale che:
u(z) = uk(zr) mod myg(z), k=0,1,...,n,

e questo u(x) € unico modulo il prodotto m(x) = mo(x)my(x) - - my(x). (Cioé:
u(z) é l'unico polinomio di grado inferiore al grado di m(x) che risolve il dato
sistema di congruenze).

Dimostriamo prima un lemma.

Lemma 1.10. Siano f,g e h tre polinomi con O0h < Of + Og, e si abbia, per
certi polinomi a e b, la relazione:

af +bg =h.

Allora la stessa relazione sussiste con due polinomi ay e by, tali che da; < Og

e 0by < Of .

Dim. Osserviamo intanto che se da < dg allora & necessariamente 9b < Jf
altrimenti, 0h = 9(af + bg) = 0bg > Of + dg, contro I'ipotesi. Supponiamo
allora da > 0g; dividendo si ha a = gg+r con dr < dg; posto allora a1 = a —gq
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1.5. Polinoms

eby =b+ fq,si ha a1 f +b1g = h, ed essendo da; < 0g € anche by < Jf, per
quanto osservato sopra.

Corollario 1.11. Siano f e g due polinomi relativamente primi. FEsistono allora
due polinomi a e b con da < Og e 0b < Of e tali che:

af +bg = 1.

Inoltre, a e b sono univocamente determinati.

Dim. Due polinomi a e b tali che af + bg = 1 esistono in quanto a e b
sono relativamente primi. Allora la tesi segue dal lemma dove si prenda per h
il polinomio identicamente uguale a 1. Se a1,b; € un’altra tale coppia, allora
sottraendo la relazione ay f+b;g = 1 dalla precedente si ha (a—ay1)f = (b1 —b)g,
ed essendo (f,g) = 1, g deve dividere a — a1; ma d(a — a1) < dg, e dunque
a—a; =0ea; =a, per cui & anche by =b.

Veniamo ora alla dimostrazione del Teorema 1.9.

Dim. Siam(z) = [1f_o mk(x) esialg(z) = m(fv) . Allora (my(z),lx(z)) =1,

m
e per il corollario esistono e sono unici ax(x) e by(z) tali che day(z) < dlx(x) e

Obi(z) < Omy(x) e

~

ar(z)mg(r) + br(2)lk(z) = 1.

Siponga Li(x) = b (x)li(x), e si osservi che essendo b, (z) < Omy(x), il grado
di L & minore del grado di m(z). Inoltre, per costruzione,

Li(z)
Li(z)

1 mod mg(z),
0 mod m;(x), i # k.

Allora,
u(@) = 3 weLi(z)
k=0

¢ il polinomio cercato. {

Nell’anello A = K|[z]/(m(x)) dei polinomi a coefficienti nel campo K e di
grado inferiore al grado di m(z), con la somma usuale e prodotto seguito dalla
riduzione mod m(x), i polinomi L (x) sono idempotenti ortogonali e a somma
1:

1. Lo(z) + Li(z) + ...+ Ly(x) = 1 mod m(x).

Cio segue dal fatto che - Ly (z) — 1 & divisibile per tutti gli my(z), e dunque

per m(x).

2. Li(z)L;(z) = 0 mod m(x),i # j.
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CAPITOLO 1. Algoritmo di Euclide, teorema cinese e interpolazione

Il fattore m;(x) che manca in L;(z) compare in L;(z). Nel prodotto L;(z)L;(x)
compaiono allora tutti i fattori my(z), e dunque m(x) & un fattore di questo
prodotto.

3. Ly(z)? = Ly(z) mod m(x).
Segue moltiplicando 1. per Li(x) e tenendo poi conto di 2.

Ogni elemento di f(z) € A ammette poi un’unica decomposizione della
forma:

f(z) = fo(x)Lo(z) + fi(x)Ly(z) + - + fu(x)Ly(2) mod m(z),

dove fi(z) & il resto della divisione di f(z) per m;(z). Come nel caso degli
interi le proprieta suddette ci permettono di decomporre ’anello A nella somma
diretta dei sottoanelli Ay = {f(z)Lg(z) mod m(z)}. Infine, con la stessa
dimostrazione del caso degli interi si ha Ay ~ K{[z]/(my(z)).

Nota. L’anello A ha anche una struttura di spazio vettoriale su K, come subito
si vede; si tratta dunque un’algebra.

Un caso particolare, ma molto importante, del teorema cinese ¢ quello in
cui i polinomi my(z) sono di primo grado e della forma = — z, e gli ug(x) sono
costanti. E’ il caso che tratteremo in dettaglio nel prossimo paragrafo.
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1.4. Interpolazione polinomiale

Esercizi

9. Enunciare e svolgere gli esercizi daln. 1 al 5 e il n. 7 per il caso dei polinomi.
10. Dimostrare che se f = []; fi con (f;, fj) = 1, e a & un polinomio qualunque,
si ha:

a aq a9 (429
f 1 2 fn

dove g & un polinomio e da; < df;, e gli a; sono unici soggetti a queste condizioni.
Inoltre, se da < Of allora g = 0. (La detta decomposizione di a/f si chiama
decomposizione in frazioni semplici).

11. Un polinomio di grado < 3 su un campo qualunque ¢ riducibile se e solo se
ammette una radice.

12. Dare un esempio che dimostri come venga meno 'unicita della fattorizza-
zione in polinomi irriducibili se i coefficienti non sono in un campo.

13. Dimostrare che nel campo complesso due polinomi non sono primi tra loro
se e solo se hanno una radice in comune.

14. Dimostrare che il MCD di due polinomi f(z) e g(z) non dipende dal campo
dei coefficienti (nel senso che se i coefficienti di f(x) e g(z) appartengono sia
ad un campo K che ad un campo L, il MCD & sempre lo stesso).

1.4 Interpolazione polinomiale

Il classico problema dell’interpolazione polinomiale ha la forma seguente: dati
n + 1 numeri distinti (n + 1 elementi di un campo):

Loy L1y---5Tn,
e n + 1 numeri qualsiasi:
Uo, U1, ---,Un,
trovare un polinomio u(z) di grado al piu n il cui valore in zj sia ug, k =
0,1,...,n:
u(zg) = ug
(sappiamo, per il Corollario 1.7, che tale polinomio se esiste & unico).
Questo problema ¢ un caso particolare di quello risolto dal teorema, cinese.
Infatti, se u(z) & tale che u(xy) = ug, allora il polinomio
u(z) — ug
ha la radice zy, e dunque ¢ divisibile per z — x; in altri termini, u(x) — up =

0 mod (z — xy), ovvero:

u(z) = ug mod (z — xg), (1.6)
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CAPITOLO 1. Algoritmo di Euclide, teorema cinese e interpolazione

k = 0,1,...,n. Poiche gli x; sono distinti, i polinomi x — x; sono a due a
due relativamente primi. Siamo allora nelle ipotesi del teorema cinese, con
mg(x) = z — z) e 1 polinomi uy(z) = uy di grado zero (costanti). Il teorema
assicura allora lesistenza di un polinomio u(z) tale che valga la (1.6) e la sua
unicitd modulo il prodotto [[;—q(x — zx). Poicheé questo prodotto e di grado
n + 1, u(z) & 'unico polinomio di grado al pitt n (o eventualmente nullo) che
soddisfa le condizioni date. Esso prende il nome di polinomio interpolatore di
Lagrange.

Che un tale u(x) esista e sia unico si pud vedere anche dalla teoria dei sistemi di
equazioni lineari. Per il polinomio incognito u(z) = Y., a;z" deve aversi Y ;. a;zi =
ug, k = 0,1,...,n. Abbiamo cosi un sistema di n + 1 equazioni nelle n + 1 incognite
ag,Q1,...,0n, il cui determinante e il Vandermonde V' degli x;. Poiche gli z; sono
distinti, ¢ V' # 0, e dunque la soluzione esiste ed ¢ unica.

Per il calcolo di u(z) abbiamo due metodi, come nel caso degli interi.

1.4.1 Il metodo di Lagrange

Determiniamo i polinomi L (z), visti nel paragrafo precedente. In questo caso
essi prendono il nome di polinomi di Lagrange, e il loro calcolo & grandemente
facilitato dal fatto che gli my(x) sono ora lineari. Infatti, dati z — z; e x — x;
¢ immediato trovare a(z) e b(x) tali che a(z)(z — z;) + b(z)(z — x;) = 1: basta
prendere le due costanti:

1 1
a(z) = , b(z) =
Tj— X Ti — T
Si ha:
1 — s
(0 =)+ ——(o—ay) = L) B
Tj— T T — Tj Tj — Tj — T

Ne segue:

Lote) = TT s I_xi:M,
k() Zl;l i g( ) [Tk (zh — 74)

Gli Li(z) sono dunque tutti di grado n, e il polinomio u(z) cercato &
n
u(z) = Z up Ly ().
k=0

Questo polinomio & tale che u(zy) = uy in quanto Ly(z) = 1 e Lg(z;) = 0,
j # k. Esso prende il nome di polinomio interpolatore di Lagrange.

Per il calcolo di u(z) con questo metodo occorre eseguire 2(n — 1) moltiplica-
zioni per ciascuno degli Ly (z) (n—1 a numeratore e altrettante a denominatore),
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1.4. Interpolazione polinomiale

e dunque il calcolo degli Ly(z) costa in tutto 2(n — 1)(n + 1) = 2n? — 2 molti-
plicazioni. Occorre poi aggiungere le n + 1 moltiplicazioni per gli ug; in tutto
allora 2n? 4+ n — 1 moltiplicazioni.

Esempio. Siano:

Ty = 1,:131 = 4:,:132 = 6,]73 = ]_1,
ug = 10,u; = 334, ue = 1040, ug = 5920.

Allora:
I (=4 (z—6)(z—11) 2®—21z? 4 134z — 264
o@) = ATHa—eu-1 —150 ’
I (- 1)(z—6)(z—11) z®—18z? + 83z — 66
@) = GohE—ea-1 - 42 ’
I (= D(z—4)(z—11)  2®—162 + 59z — 44
2() 6—1)(6—4)(6—11) 50 ’
I (-1 -49@x-6) 23— 11z>4+34z - 24
@) = T onaioe 350 '
Ne segue:

u(z) = 10Lo(z) + 334L1 (z) + 1040Ly (2) + 5920 L3 (z) = 42> + 52* — z + 2.

Sia m(z) = (z — zo)(z — z1)--- (¢ — z,). Sappiamo che gli Ly(z) sono
idempotenti ortogonali a somma 1 mod m(z); ma qui la loro somma vale 1, e
non solo 1 mod m(x):

Lo(z) + Li(z) + -+ Lp(z) = 1.

Cio segue calcolando, o osservando che la somma, a primo membro & un polino-
mio di grado < n che vale 1 per gli n + 1 valori zg, z1,...,x, della variabile z,
e dunque ¢ identicamente uguale a 1.

Nella scrittura:

f(x) = fo(x)Lo(z) + fi(x)L1(z) + - - - + fn(x)Ly(z) mod m(z),

che da la decomposizione dell’algebra A = K{[z]/(m(z)) dei polinomi di grado
al pit n, gli frx(z) sono ora i resti della divisione di f(z) per  — x, e dunque
fr(z) = f(zk); 1 polinomi fi(z) sono cio¢ delle costanti, e i sottoanelli Ay ~
K[x]/(my(x)) sono tutti isomorfi a K:

K/m(z)=KeoKo - & K.
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CAPITOLO 1. Algoritmo di Euclide, teorema cinese e interpolazione

La base standard di questo spazio vettoriale di dimensione n + 1 & data dai
monomi 1,z,2%,...,2". Dimostriamo ora che anche gli L(z) formano una

base di questo spazio.
Teorema 1.12. Gli Li(x) formano una base dello spazio vettoriale dei polinomi
di grado al piu n.

Dim. Sia f(x) un polinomio di grado al piu n. Allora:

f(zo)Lo(z) + f(z1)L1(z) + - + f(zn) Lu(z)

¢ un polinomio di grado al pitt n che ha gli stessi valori di f(z) sugli n+ 1 punti
Zo, T1,...,%n, € dunque coincide con f(z). Si ha allora che f(x) & combinazione
lineare degli Li(z) (e i coefficienti sono gli f(x)); cid dimostra che gli Ly (x)
generano il detto spazio. Inoltre, quella scritta € 'unica combinazione lineare
degli Ly(x) che da f(x), perche se

f(#) = aoLo(z) + a1Li(z) + -+ + anLn(z),
allora calcolando successivamente in xg,x1,...,%, si trova ay = f(xg). Gl
Li(z) sono dunque linearmente indipendenti. {

Nota. Contrariamente alla base standard, gli elementi di questa base hanno
tutti lo stesso grado n. Cosi, ogni scelta di n + 1 numeri xg, 1, . . ., z, distinti
determina una base dello spazio tutti gli elementi della quale hanno lo stesso
grado n.

Vediamo ora come passare da una base data dagli Li(z) (per una scelta
degli z;), alla base standard 1,z,z2,...,2". Per un monomio z* si ha:

o = ok Lo(x) + 28 Ly (2) + ... + 2F L (2).

Ne segue che la matrice di passaggio dalla base degli Li(x) a quella degli z* ¢
la matrice di Vandermonde (n + 1) x (n + 1):

1 1 ... 1

o T1 Tn

2 2 2

V = Ty T7 Ty,
n n n

Ty I7 I

(Trattandosi di una matrice di cambiamento di base, V' & non singolare. Si ha
cosi una dimostrazione del fatto che il determinante di Vandermonde & diverso
da zero). La matrice inversa V! della V & la matrice di passaggio dalla base
degli * a quella degli Lj(x). Gli elementi di V! ci permettono dunque di
scrivere gli Ly (x) in termini delle potenze di z. Ma cio significa semplicemente
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1.4. Interpolazione polinomiale

scrivere gli Ly(x) nell'usuale forma di polinomi in z. Ne segue che V=1 ¢ la
matrice nella quale gli elementi della k-esima riga sono i coefficienti del k-esimo
polinomio di Lagrange Ly(x), k =0,1,...,n.

Esempio. Come nell’esempio precedente, prendiamo:
o = 1,(1)1 = 4,:52 = 6,:53 =11.

La matrice di Vandermonde & in questo caso:

1 1 1 1

1 4 6 11
V= 1 16 36 121

1 64 216 1331

11 polinomio Ly(x) &
24 134 21 1
I _20r Lea 2l o 13
@) =150 " 0% T 0% 0%

e analogamente per gli altri. La matrice V! &

264 134 21 _ 1

o ow e R
vi=| BB R F
N O

350 50 350 350

Vediamo ora un’altra espressione per gli Ly(z). Sia:

m(x) = (z —x0)(x —21) -+ (x — ).

Abbiamo:
Io(z) — gz —zi) 1 m(z)
k(]?) - ) N — )
[izr(zre — @) Thigr(ze —25) 7 — 25
e si osservi che [[, 44 (7 — ;) & % calcolato in z. Posto allora % = qx(x)
si ha Li(xz) = (;i’“(—fk)). Derivando m(z) = (x — x)qx(z) si ottiene m'(z) =

a (%) + (2 — z1)q;(2), da cui gx (k) = m/(zy), e infine:

Cal) w1 m@
Li(z) = m/(zr)  m(zg)(x —x)  m(zp) @ — T
1
(

,7(15 —20) (¥ — k1) (T — Tpey1) -+ (T — 1)
m' (zy)

In altri termini, i coefficienti di Ly (x) sono, a meno del fattore m'(zy), quelli
di M)

T—Tp "
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Esercizi

Ricordiamo che il duale di uno spazio vettoriale V' su un campo K é lo
spazio V* delle trasformazioni lineari f : V' — K. Se {v;} ¢ una base di V, la
base di V* duale della {v;} ¢ data dagli f; tali che f;(v;) = d; ;. Negli esercizi
che seguono lo spazio ¢ quello dei polinomi di grado al pili n considerato in
questo paragrafo.

15. Determinare la base duale della base degli Ly(x).

16. Determinare la base duale della base standard 1, z,...,z".

17. Dimostrare che i polinomi (z — a)*, k = 0,1,...,n, sono una base. Qual &
la sua base duale?

18. Dimostrare che qualunque insieme di polinomi py (), digradik = 0,1,...,n
forma una base.

19. Dimostrare che la matrice di Vandermonde e non singolare usando il
Corollario 1.5.

20. Dimostrare che, oltre alle 2n? +n — 1 moltiplicazioni, il calcolo di u(z) con
il metodo di Lagrange richiede n addizioni, 2n? + 2 sottrazioni e n + 1 divisioni.

1.4.2 1l metodo di Newton

I polinomio interpolatore si pud calcolare, come nel caso degli interi, alla
Newton. Se
Lg]r)aLgr)a Tt aL(r)a

r

sono gli interi forniti dal metodo di Lagrange nel caso di r+1 moduli mg, my, ..., m,,
e se ug,Ul,..., U sono r + 1 interi qualunque, una soluzione & data da:

ul) = uoLgr) + ungr) + -+ u L0,
Consideriamo la differenza u(™ — u(®~Y; abbiamo:

u™ (1) = U()(L(()n) _ Lgn_l)) oot (LY — Lgbn:ll)) + up L.

n—

Ora, L,gn) e L,(cn_l) sono entrambi congrui a 1 modulo m; e a 0 modulo m;,

i#k k=0,1,...,n —1, e dunque la differenza u(® — (=1 ¢ congrua a 0
modulo mgy, my,...,m,_1 e percido anche modulo il loro prodotto ¢,:

u™ — (1) =0 mod gy,
OVVero:

uw™ =u™ Y 4 a,q,.
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1.4. Interpolazione polinomiale

Analogamente:
u(nil) = U(n72) +an-1Gn-1
e
u = u™ =ag+a1qr+ -+ apqy. (1.7)
La situazione & del tutto analoga nel caso dei polinomi. Si considerano
i polinomi di Lagrange nel caso di r + 1 punti: zg,x1,...,%,, € 7 + 1 valori
U($0),U($1), s 7u($r) di U(I)

La soluzione per il caso di n + 1 punti &

u(z) = u(™ (z) = uOL(()n) (£)+---+ un_lL(n) (z) + unL%”) (z).

n—1

Per k = 0,1,...,n — 1 il valore di L{"(z) e L{"™"

r=uxj,jFk,¢e0. L%n) vale zero negli stessi punti. Ne segue che la differenza
u™ () — w1V (z) & divisibile per (z — zg)(z — 1) - - - (x — Zp_1), per cui:

() inx = x ¢ 1, e in

™ (z) = u" D (2) + an(z — o) (@ — x1) - (2 — Tuey).
Tutto questo conduce alla formula di interpolazione di Newton:
u(z) =u™(z) = ao+ai(z —z0) +as(z — o)z —z1) +---  (1.8)
+ ap(z —z0)(T —21) - (T — Tp1)-

L’analogia con la formula (1.3) ¢ evidente. Inoltre, come nella (1.3), il
coefficiente ay della (1.8) non dipende né da xgy1,...,z, né da ugiq,...,uy.
Il calcolo degli a; procede come nel caso degli interi:

uwy = u(xg) = ap,
ur = u(z1) =ag+ a1(x1 — x0),
da cui:
U1 — Ug
a) = .
1 — To
Inoltre,
Uy = u(xz) = ag+ a1((L‘2 — :E()) + az((L‘Q — (L‘O)((L‘Q — :El)
U1 — Ug
= ’LLO+ (272 —:1:0)+a2(:1:2—$0)(:1:2 —271),
1 — To
da cui:

(u2 — uo) (w1 — x0) — (w1 — up) (w2 — o)
(z1 — z0) (22 — 20) (P2 — 71)

a9 = ’
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e cosi di seguito.

Abbiamo parlato di analogia tra la (1.3) e la (1.8): ma si tratta in realta
della stessa formula. Prendere un intero mod my significa prenderne il resto
nella divisione per my. Prendere un polinomio mod (z — ) significa prenderne
il resto nella divisione per x — xj, e dunque il valore in z;. In particolare il
resto della divisione di x — x; per £ — x € zp — x;. Viste sotto questa luce le
due formule sono la stessa. Infatti, nel caso di (1.3), ag = up mod my, cioe ay
e il resto della divisione di ug per my. Per a1 la (1.3) da:

Uy — Uop

ay = mod my, (1.9)
mo
e la (1.8):
ap = ALY (1.10)
T1—To

Ora x1 — zg ¢ il resto della divisione di x — xy per £ — x1, cio che corrisponde a

mo mod my nella (1.9). La cosa risalta ancora di piu scrivendo la (1.9) come:
u1 — up) mod m

= (1 —w) L (1.11)

mg mod my

=
iy

e la (1.10) come:

(u1 — ug) mod (z — xo)

ay (1.12)

(x —zo) mod (z —z1)’

((u1 —up) mod (x — xp) € semplicemente u; — ug in quanto u; — ug & una co-
stante). Analogamente per gli altri a;.

Esempio. Vogliamo determinare il polinomio u(z) di grado al pitt 3 tale che,
per

ro=—2,01 =—1,20 =0,23 =1,
si abbia:
u = u(-2)=-1,
up = u(-1)=2,
uz = u(0)=1,
ug = u(l)=-2.
Gli a; della (1.8) sono in questo caso:
agy = ug=—1;
o = ul—u0:§:3;

r1 — X 1
2:1-3.2 4

= — =—-2.
1-2.1 2

ay =

32



1.4. Interpolazione polinomiale

Per a3 abbiamo:
ug=u(l) =ap+ar-3+az-6+a3-6=-1+3-3—-2-6+a3-6,

che da:

as =

L =

Pertanto,

1
u(z) = —-1+3(z+2)—22>+37+2)+ §(x3 + 32% + 27)

1
§x3—$2—g$+1.

1.4.3 Differenze divise

Gli a; del metodo di Newton sono particolari differenze divise, nel senso che ora
vediamo. Sia f(z) una funzione qualunque (non necessariamente un polinomio),

. . . . . . . yl_yj .
e siano yo, Y1, --,Yn i suoi valori nei punti xg,z1,...,z,. La frazione ——7~ si

denota con [z;x;]:

Yo~ Y1 Y1 =Y
[zoz1] = 22— [wiae) = 222,
To — X1 Ty — X2

Si osservi che il valore di [z;z ;] non dipende dall’ordine degli argomenti: [z;z;] =
[zjx;]. Le [x;z;] si chiamano differenze divise del primo ordine della funzione
f(z). Le frazioni:

[zoz122] = —[xoxl] — [$1$2]’
rog — T2

fo1aay) = 120~ a7
Tl — X3

etc., sono le differenze divise del secondo ordine. In generale,

[XoZ1 ... Tp_1] — [T122 ... Ty)
o — ITp

[:E()xl e :En] =

sono le differenze divise di ordine n. Per definizione, [z;] = y;, il valore di f(z) in
x;; queste sono le differenze divise di ordine 0. Come nel caso n = 1, le differenze
di ordine n non dipendono dall’ordine degli z;: [zoz1...2%] = [Zigzi; .. 23, ),
dove ig,11, . ..,1 € una qualunque permutazione di 0,1,..., k.
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CAPITOLO 1. Algoritmo di Euclide, teorema cinese e interpolazione

La tavola che segue mostra come calcolare le varie differenze (n = 4):

Ty
Zo Yo
[zoz1]
1 Y [$0$1!E2]
[:ElfL‘Q] [:E()(IIl(L‘ng]
T2 Y2 [T17223] [ToT1T27324]
[z223] (2122737 4]
T3 Y3 [T27324]
[2324]
Ta Ya
11 valore di una parentesi quadra [...] si ottiene dividendo la differenza tra le

due parentesi che la precedono per la differenza tra la prima e 'ultima z della
parentesi. Detta altrimenti: il valore di una parentesi si ottiene prendendo la
differenza tra le due parentesi ottenute cancellando due valori differenti di x e
dividendola per la differenza di questi due valori.

Esempio.

Ty

-2 -1
3

-1 2 -2

1

-1 3

0 1 -1
-3

1 -2

Nel caso in cui f(z) sia un polinomio u(x), come nel paragrafo precedente,
si vede subito che gli a; della (1.8) sono dati da:

apg = Yo, a1 = [:onl],...,ai = [xgxl...xi],...,an = [:ngl...xn].

Questo calcolo degli a; richiede allora n divisioni per le differenze di ordine 1,
n — 1 per quelle di ordine 2,..., 1 divisione per quella di ordine n; in tutto
%(n2 + n) divisioni, a cui vanno aggiunte n? + n sottrazioni, con un risparmio

di circa 3/4 delle operazioni richieste dal metodo di Lagrange.

1.5 Applicazioni

Vediamo ora un’applicazione del teorema cinese ad un problema di probabilita,
e tre esempi di applicazione dei polinomi di Lagrange: una ad un problema di
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matrici, un’ altra al calcolo del prodotto di due polinomi, e una terza ad un
problema di crittografia.

1. Si puo definire una misura'sul gruppo degli interi Z, cioé¢ una funzione u
definita sui sottoinsiemi S di Z a valori in [0, 1] e tale che:

(i) u(2) =1

(ii) p(i +S) = p(S), i € Z, (invarianza per traslazione);

(iil) p(SUT) = u(S) + u(T), se SNT = 0.

(La (iii)— additivita finita— si estende alle unioni finite disgiunte). Queste tre

proprietd permettono di definire una probabilita su Z: per ogni S C Z, la
probabilita che un elemento = di Z appartenga ad S & data dalla misura di S:

n(S) = p(z € 9).

Sia m un intero positivo, e siano Sy, S1, ..., S,_1 le classi resto mod m. Poiche
Si; =1+ S, dalla (ii) si ha p(S;) = u(So), e dunque tutte le classi resto mod m
hanno la stessa misura, e quindi, ricordando la (i) e la (iii),

1=u(Z)=p(SoUS1U...USp_1) =mu(S;).

Gli S; hanno dunque tutti misura p(S;) = 1/m. In altri termini, cio significa
che dati @ e m in Z, la probabilita che un intero x sia congruo ad ¢ mod m
(cioe che z appartenga alla classe S; dove si trova a), & 1/m:

1
p(z =amodm) =—.
m
Siano ora mg, m1, ..., m, interi a due a due primi tra loro. Il teorema cinese ci
dice che ogni sistema di congruenze:
z=a; modm;, i=0,1,...,n, (1.13)
¢ equivalente ad una sola congruenza:
x = a mod m, (1.14)

dove m ¢ il prodotto degli m;. Per quanto visto sopra, la (1.14) ha probabilita
1/m di verificarsi, e cioé m%) . le e min In altri termini, la probabilita del
verificarsi simultaneo delle (1.13) (cioé la probabilita del verificarsi della (1.14))
e il prodotto delle probabilita del verificarsi di ciascuna di esse, se ne conclu-
de che le congruenze i cui moduli sono a due a due relativamente primi sono

statisticamente indipendenti.

!La dimostrazione dell’esistenza di una tale misura non & semplice.
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CAPITOLO 1. Algoritmo di Euclide, teorema cinese e interpolazione

2. Se f(z) = apz" +arz" ' +---+ay_12 + a, & un polinomio e A una matrice
quadrata, con f(A) intendiamo la matrice ottenuta sommando le matrici ajA*
(i cui elementi sono quelli della potenza k—esima di A moltiplicati per ay), per
k=0,1,...,n (la matrice A & la matrice identita I). Si pud dimostrare che
data una matrice A esiste sempre un polinomio f(z) tale che f(A) =0, dove 0 &
la matrice nulla, quella con tutti zeri. (Per esempio, per il teorema di Hamilton-
Cayley, il polinomio caratteristico di A, cioe det(A — zI), che & di grado n se
A & una matrice n x n). Tra questi ne esiste allora uno di grado minimo
m + 1 e monico, m(x), il polinomio minimo di A. Supponiamo che m(z) abbia
tutte le radici distinte A\g, A\1,...,A;,. Possiamo allora considerare i polinomi
di Lagrange Li(z), k = 0,1,...,m, relativi ai \;, e le matrici Ay = Li(A).
Sappiamo che gli Li(x) sono idempotenti ortogonali, e che hanno somma 1, cid
che si traduce ora nelle tre relazioni:

1.I=Ag+ A1+ + Ap,
2. AjA; =0, # g,
3. A? = A;, per ogni i.
(La 2. e la 3. provengono da congruenze mod m(x), che diventano congruenze
mod m(A); ma m(A) =0, e dunque le congruenze sono uguaglianze).
La matrice A rappresenta una trasformazione lineare di uno spazio vettoriale

V. Facciamo vedere come 1., 2., e 3. permettano di decomporre lo spazio in
somma diretta di sottospazi. Se v € V, si ha, dalla 1.,

v=1Iv=Aw+ Av+---+ Ay,
per cui:
V=4(V)+A((V)+-+ An(V),

e V & la somma dei sottospazi A;(V). Inoltre, questa somma & diretta. Se
infatti:
Ajvi = Agvg + -+ + Ai—1vi-1 + Aipvigr - + A,

per certi vy, v1, . .., U, allora, moltiplicando per A; e tenendo conto di 2. e 3.
si ha Aﬂ)i =0.

Dimostriamo ora che se v € A;(V'), allora Av = \;jv, per ogni 7. Sappiamo
che

r = )\UL()(I) + >\1L1(I) +---+ )\mLm(IE),

questa, per £ = A diventa:
A= XAy +MAL+ -+ AnAnm.

Ora, se v = A;(u), ¢ (A—XND)v = (A—NI)Aju = AAju — A;)\ju. Quest’ultima
quantitd & zero. Infatti, dall’espressione di A data qui sopra si ha AA; =

36



1.5. Applicazioni

AiAZZ = M\ A;, e dunque AA;u — A ju = A u — Az u = 0. Percio Av — \jv =
(A—XNI)v=0, e Av = \jv, come si voleva.

Abbiamo dimostrato che A;(V) C Ker(A — A;I). Ma anche la somma dei K; =
Ker(A — \;I) @ diretta (in quanto autovettori corrispondenti ad autovalori distinti
sono indipendenti), e dunque, per ragioni di dimensione, V' & somma diretta dei K;.
Scegliendo una base in ciascuno di questi, la matrice A si trasforma in una matrice
diagonale a blocchi: ciascun blocco e scalare, perche corrisponde ad uno dei K;, e
dunque ha tutti A; sulla diagonale e zero altrove. Abbiamo cosi: se il polinomio minimo
di una matrice A si spezza sul campo dei coefficienti in fattori lineari distinti, allora A
¢ diagonalizzabile. (E’ vero anche il viceversa).

3. Se g(z) e h(z) sono due polinomi, di grado n, il prodotto f = gh si pud
calcolare in questo modo. Siano zg,z1,...,Zo, punti distinti; allora i prodotti
y; = g(zi)h(z;) forniscono 2n + 1 valori di f, che & di grado 2n, e dunque
individuano f. L’espressione esplicita di f si puo allora ottenere col metodo di
Lagrange a partire dagli z; e y;. Se g e h sono di grado diverso, m = dg < 0h =
n, si pud rendere g di grado fittizio n aggiungendo monomi del tipo 0 - z*.

Il calcolo di un polinomio di grado n in un punto richiede un numero di
moltiplicazioni dell’ordine di n, e dunque, per avere i valori in n punti, o in
una funzione lineare di n, occorrono un numero di moltiplicazioni dell’ordine di
n?. Vedremo in seguito (Cap. 5) che scegliendo come punti le radici n—esime
dell’unita, il numero di moltiplicazioni si puo abbassare a nlogmn.

4. In questo esempio si tratta di suddividere un dato segreto D (ad esem-
pio un numero che da la combinazione per aprire una cassaforte) in n parti
Dy,D+,...,D, 1 in modo tale che:
a) la conoscenza di k tra i D; permette di calcolare D;
b) la conoscenza di k — 1 tra i D; lascia D indeterminato, nel senso che i suoi
possibili valori sono tutti ugualmente probabili.

A tale scopo consideriamo un polinomio di grado k — 1:

p(z) =ag+ a1z + -+ ap_1zF L,

dove ag = D, e gli altri coefficienti scelti in modo casuale. Se zg,z1,...,Zn 1,
n > k, sono numeri distinti, consideriamo i numeri:

p(20),p(z1), ., p(Tn—1).

Ora, k coppie D; = (zj,p(z;)) permettono di determinare p(x) per interpola-
zione, e dunque D come p(0), ma k — 1 non bastano a determinare il polinomio
e quindi D. In altri termini, per tornare all’esempio della cassaforte, se le n
coppie (z;, p(x;)) vengono messe a conoscenza, di n persone, una coppia per ogni
persona, per aprire la cassaforte ¢ necessario 'accordo di almeno k persone.
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CAPITOLO 1. Algoritmo di Euclide, teorema cinese e interpolazione

Lo stesso problema si puo affrontare usando l'aritmetica modulare. Da-
to un intero D, sia p un primo maggiore di D e n. Scegliamo i coefficienti
ai,az,...,a—1 di p(z) in modo casuale tra 0,1,...,p — 1, come pure gli n va-
lori z;, con la sola avvertenza che z; # 0 . 1l calcolo dei p(z;) si fa modulo p.
Ora, conoscendo k — 1 coppie D; = (z;,p(x;)), per ogni possibile valore di D
si pud costruire un polinomio p'(z), ed uno solo, tale che p'(0) = D. Questi p
polinomi sono per costruzione tutti ugualmente probabili, per cui nulla si puo
sapere sull’effettivo valore di D.

Nota bibliografica

Per tutto il capitolo si vedano [A] e [C]. Per Ialgoritmo di Euclide [Kn] §4.5.2.
Per il teorema cinese e i metodi di Lagrange e Newton 'articolo di M. Lauer
“Computing by homomorphic images” in [CA], da cui & preso anche 'esempio
discusso nel testo. Per il teorema cinese e 'interpolazione il §4.6.4 di [Kn]| e
[Li]. 11 numero 4 delle Applicazioni ¢ in [Kn], p. 486.
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Capitolo 2

Sviluppi in serie p-adici

2.1 Numeri razionali

In questo paragrafo ci occupiamo dello sviluppo di un numero razionale in serie
di potenze di un numero p > 2, non necessariamente primo. Si vedrd come
la tecnica che useremo estenda al caso dei numeri razionali quella che da la
scrittura in base p di un numero intero positivo. Li lo sviluppo ¢ finito, si ha
cioé un polinomio in p a coefficienti compresi tra 0 e p — 1, estremi inclusi; qui
sara infinito, si avra cio¢ una serie di potenze di p, con lo stesso insieme di
variabilita dei coefficienti.

Per scrivere un intero z > 0 in una certa base p si divide z per p ottenendo
un resto c¢p e un quoziente q: x = co + pq. 1l resto ¢y € la prima cifra dello
sviluppo, e rappresenta la “prima approssimazione” del numero z, cioe il numero
z “a meno di multipli di p”. Per trovare la seconda cifra, si divide g per p:
g = ¢1+pq1, per cui, sostituendo g con I’espressione trovata, z = co+ci1p+qip°.
Il numero ¢y + c1p € la “seconda approssimazione” di z, cioé x “a meno di
multipli di p?”; e cosi di seguito. Poicheé per qualche n si ha z < p”, se n & il
minimo esponente per cui cio accade i coefficienti da ¢, in poi sono tutti zero:
z=co+cip+--+cp_1p" t4+0-p*+---. Siscrivex =cg,c1...Cn_1.

Il procedimento ¢ dunque il seguente: trovato cy = x mod p, per trovare c;
si considera ¢, cioe l'intero:

r — C
p
e lo si divide per p; ¢y sard il resto di questa divisione:

r — C

c = mod p.

Per ¢y, si prende 'intero:
T — (co + c1p)
p2
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e lo si divide per p; co € il resto di questa divisione:

(=0 Fap) i,

p2

e cosi di seguito. In generale, sia e, = co+cip+---+c,—1p" ' Papprossimazione
di = di ordine n; la quantitd z — e, = R, ¢ il resto di ordine n. La nuova
approssimazione sara e,;1 = e, + c,p", dove ¢, € il resto della divisione di

‘”;% per p; dunque, per n > 0 abbiamo la formula generale:

z—(co+ep+ - +ep1p"h)
pTL

mod p, (2.1)

Cn

dove i coefficienti ¢; sono tali che 0 < ¢; < p.
Sia ora a/b un numero razionale. Sussiste il seguente teorema.

Teorema 2.1. Sia a/b un numero razionale, b > 1, e p > 2 un intero con
(p,b) = 1. Allora esiste ed é unica la coppia di interi c,d, con 0 < ¢ < p e tale
che:

a d
—=cH+ -p. 2.2
p=ct g (2.2)
Dim. Sia bz + py = 1. Allora b(ax) + p(ay) = a. Se 0 < ax < p, si ha
il risultato con ¢ = ax e d = ay. Altrimenti, dividiamo az per p; otteniamo
ar =pq+r,con 0 <r < p, e posto:

c=ax —pqed=ay -+ bq,

si ha:
bc+ pd = a,

da cui, dividendo per b, la (2.2). (Si osservi che ¢ = ab~! mod p, e che b~ ! esiste
mod p in quanto (p,b) = 1). Cido dimostra esistenza. Per 1'unicitd, sia ¢, d’
un’altra coppia con le proprietd dette; allora bc’ + pd' = a, da cui, sottraendo
dalla precedente, b(c—c') = p(d’' —d). Ne segue che p divide b(c—c'), ed essendo
(p,b) =1, p divide ¢ — ¢’. Ma ¢ e ¢ sono entrambi inferiori a p e non negativi, e
percio —p<c—c <p. Nesegue c—c =0ec=7c, edunque anche d =d'. {

Si osservi come nel caso di a/b intero, cioé b = 1, la (2.2) diventi a = ¢+ dp,
per cui c ¢ il resto e d il quoziente della divisione di a per p.

L’intero ¢ della (2.2) & la prima approssimazione di a/b. Poniamo ¢ = ¢y, e
applichiamo il teorema alla coppia d, b. Otteniamo, come sopra,

b—l bpa
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e analogamente:
dy n do
— =c —n.
p 2T P
d;

Proseguendo in questo modo, e sostituendo ad ogni passo 3 con la sua espres-

sione ¢; 11 + di,‘)” p, otteniamo lo sviluppo:
a 2 n—1 dn—1 n
p - Gtapteptotoapt +—p, (2.3)

pern =1,2,.... Ne segue:

a=>blco+ecip+-+cpo1p™ ) +dn1p", (2.4)
e dunque:

a=blcg+eip+ -+ cp1p" 1) mod p”, (2.5)
dove 0 < ¢; < p. Per ogni n = 1,2,... abbiamo allora una delle congruenze

(2.5). Si suole scrivere simbolicamente:

a
3 =co+eptep’+o= chpka
k>0
o anche:
a
Z = Cp,C1C2 .. ..

Sottolineamo tuttavia il fatto che queste due scritture non sono altro che un
modo simbolico di esprimere la successione infinita di congruenze data dalla
(2.5). 1l termine R, = d,_1p™ della (2.4) & il resto di ordine n dello sviluppo.
Lo sviluppo di un numero razionale in serie di potenze di p si riduce dunque
alla risoluzione delle congruenze (2.5) pern =1,2....
Riassumiamo quanto sopra nel seguente:

Teorema 2.2. Ogni numero razionale a/b, con b > 1, si puo sviluppare in
serie di potenze positive di un numero intero p > 2 e tale che (p,b) = 1, e
cio con precisione arbitraria, nel senso che il resto R, della (2.4), prosequendo
opportunamente lo sviluppo, si puo rendere divisibile per una potenza comunque
elevata di p. &

Lo sviluppo del Teorema 2.2 si chiama swviluppo p-adico del numero razionale
a/b.

Se denotiamo con e, = ¢y +c1p+---+cCp_1p
n di a/b data dalla (2.5), abbiamo:

"~ Papprossimazione di ordine

= ¢, mod p",

S e
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ovvero be, —a = 0 mod p”. In altri termini, e, € una soluzione dell’equazione
bz —a = 0 negli interi mod p™. Abbiamo cosi un modo equivalente di enunciare
il Teorema 2.1:

Teorema 2.3. Se a, b e p sono come nel Teorema 2.1, allora ’equazione
br — a = 0 ammette una soluzione negli interi modulo p™, per ogni n.

Esempio. Determiniamo lo sviluppo 7—adico di 1/12. Si ha:

12-3+7--5=1, (2.6)
e dunque:
1 5
[ERTH

Dalla (2.6) moltiplicata per —5 abbiamo 12 - —15+ 7 -25 = —5. Poiché —15
non ¢ compreso tra 0 e 7, dividiamolo per 7: —15 = 7. -3 + 6. Ne segue
12.-6+7-—-11 = —5 e pertanto:

Analogamente, 12-—33+7-55 = =11, =33 =7-—54+2e 12:247-(554+12--5) =

12.247--5=—11, e
11 5

Si ricomincia dunque con —5/12, per cui la cifra successiva sara di nuovo 6. Ne
segue:

i:3,6262... mod 7.

12
Lo sviluppo & allora periodico, di periodo 2 (le due cifre 6 e 2). Si scrive:
L 362 mod7
o= mod 7.

Nei termini del Teorema 2.3 abbiamo allora che I'equazione 12z — 1 = 0 ha la
soluzione 3 negli interi mod 7, la soluzione 3 + 6 - 7 = 45 negli interi mod 72
(infatti 12-45 — 1 =540 — 1 = 539 = 11 - 72 = 0 mod 7?), ecc.

Come si vede, il procedimento ¢ analogo a quello del caso di un intero. Piu
precisamente, dalla § = co + ‘—;p si ha:

a _

5 co_la—bco_gl
b

P b p

)

a—becg

per cui d = . Ora, d = bc; + pdy = bey mod p, e dunque:

_la—be

mod p.
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a—b(co+c1p)

Analogamente, d; = 2 e

la—0»
cy = E—a (002+ c1p) mod p,
p

e in generale:

la—=bleo+ep+---+eaip™ )
b p"

Cp = mod p,

che concide con la (2.1) quando b = 1. Si osservi come ogni volta Iespressione:

a— b(CO +cap+---+ Cn_1pn71)
pn

sia un intero. Si tratta infatti dell’intero d,—; della (2.3) (o (2.4)).
Indicando anche qui con e, approssimazione di a/b di ordine n:

epn=co+cip+---+ cn,lpn_l.

abbiamo il seguente algoritmo che fornisce i coefficienti ¢, ¢1,...,cp—1 01 valori
approssimati ey, eg, ..., ey, per ogni n:
input: a,b,p,n,

d:%modp, ¢o : ad mod p, e; = ¢y,

per k:1an—1 fare:

(qr : quoziente(a — bey, p*),

¢, : dgr mod p,

ert1 : ex + cxph),

output: cg,c1,...c¢,—1 (oppure: ej, ez, ..., ep).

Esempi. 1. Determiniamo lo sviluppo p—adico di

I-p

Col metodo del Teorema 2.1 abbiamo:
1-1-p)+1-p=1,

e dunque:
1 14 1
l—p_ l—pp’

e cp = 1. Ne segue:

1 1
—— =1+ 1+ ——pp=1+p+—7p"
L—p L—p
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e c; = 1. Proseguendo in questo modo, o per induzione, si trova:
1 2

—— =1+4+p+p*+--.

lL—p
2. Piu in generale sviluppiamo:

1
1—pn’

questa volta facendo girare I'algoritmo. Abbiamo:

1=(1-p")eop =cp— p"co mod p,

e dunque ¢g = 1. Inoltre,

1

1=(1-p")(1+ep) =1—p" +eip— c1p™ ! mod p?.

Se n. > 2 si ha ¢; = 0 mod p. Analogamente sono uguali a zero tutti i ¢; con
1 < n. Allora:

L= (1=p")(1+cap™) =1+ cup” — P — cup™™ mod p™*,
e dunque 0 = ¢, — 1 mod p, e ¢, = 1. Come sopra, sono zero tutti i coefficienti
da ¢py1 a cop—1, € co = 1. In definitiva, ¢; = 1 per ¢ multiplo di n, e ¢; =0
altrimenti:
:1+p”+p2”+...+pk”+...

1—pn

Nota. Gli sviluppi degli esempi precedenti si possono ritrovare come caso
particolare dello sviluppo formale:

1 2
1—=2

con il quale intendiamo la successione di congruenze:
1 = 1-2)1+z+---+2""") mod 2"

(il secondo membro & uguale infatti a 1 — 2™ mod z", e questo & equivalente a
1 mod z", n=1,2...; con “mod z"” si intende “quando si ponga z" = 07).
Con z = p, o x = p" si ottengono le espressioni viste, come pure con z = a,
a # 1, ogni espressione ﬁ Ritorneremo su questo punto quando parleremo
degli sviluppi in serie delle funzioni razionali.

Lo sviluppo di un numero intero nella base p & periodico, di periodo 1: il
periodo consta di una sola cifra, lo zero. Vedremo tra un momento che un
numero intero negativo ha uno sviluppo periodico anch’esso di periodo 1, ma
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la cifra che si ripete & p — 1, e che in generale lo sviluppo in serie di un numero
razionale & sempre periodico, cioe della forma:

a
b =C0yC1 .. CpClt-1Ck42 « - - Chtd

dove questa scrittura significa che cx11 = ¢rigr1 = Ckr2dr1 = ..., € analo-
gamente per gli altri ¢;. Se d & la lunghezza minima per la quale si hanno
queste uguaglianze si dice allora che a/b & periodico di periodo d. Viceversa,
uno sviluppo periodico rappresenta un numero razionale (v. Teorema 2.5 piu
avanti).

Consideriamo ora uno sviluppo della forma:

a 2
g:a0+a1p+a2p +eeey

dove gli a; sono interi arbitrari, e vediamo come portare questo sviluppo alla
forma, in cui i coefficienti sono compresi tra. 0 e p — 1, forma che chiameremo
ridotta. Se ap non e compreso tra 0 e p — 1 dividiamolo per p, ap = pq1 + r1,
e sostituiamo nello sviluppo a¢¢ con a9 — pg;. Avendo tolto pg; dobbiamo ora
aggiungerlo, e troviamo:

(a0 —pq1) + (a1 +aq1)p+---,
e proseguendo, a1 +q; =pg2 + 12 €

(a0 — pg1) + (a1 + ¢1 — pg2)p + (az + q2)p* + -+ - .

Allora,
a
g =cy+cr+---,
dove ¢; = a; + ¢; — pgi+1, € 0 < ¢; < p in quanto si tratta di resti di divisioni
per p.
Se uno sviluppo ha la forma ag,ajas..., esso si riscrive in forma ridotta

sostituendo ogni cifra, cominciando dalla prima, con il resto che si ottiene di-
videndola per p e aggiungendo il quoziente ottenuto (il “riporto”) alla cifra
successiva.

Esempi. 1. Sia 7,530860 un intero mod 3. Esso si trasforma successivamente
come segue:

7,530860 = 1,730860 = 1, 150860
= 1,121860 = 1, 121280
= 1,1212220,

che & la scrittura in base 3 di 2155: 1+1-3+2-324+---4+2.3540-374+0-3%+- ..
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CAPITOLO 2. Sviluppi in serie p-adici

2. Consideriamo, sempre nella base 3, il numero negativo —2155. Per I’esempio
precedente si ha —2155=—-1—-1-3-2-32—... —=2.364+0.3740-3% +....
Qui i coefficienti sono in modulo minori di 3, e la divisione per p da quindi
sempre quoziente —1: —k = p- —1+4 (p — k). La riduzione avviene percio
sostituendo due coefficienti consecutivi ag, a1 con ax + p,ax+1 — 1. Si ha
allora: —2155 =2 —2-3 —2-32 — ..., e proseguendo:

—2155=2+41-3+0-32-2-33+....

Arrivatia2+1-34+---41-3°-3-354+0-3"+---, abbiamo: ---—3-3°+0-
34+0-3%+...=0-3-1-3"40-3%+...=...2.37—1-3% +.... Inaltre
parole, i coefficienti delle potenze da 37 in poi sono tutti uguali a 2. Si osservi
che quello di 3% ¢ I'ultimo coefficiente di 2155 prima che cominci il periodo 0.
Dunque, —2155 & periodico, di periodo 1. Scriviamo allora —2155 = 2,1010002.
La cifra che si ripete & 2, cioe 3 — 1. Quest’ultimo fatto & generale.

Teorema 2.4. Uno sviluppo in serie modulo p nel quale i coefficienti da un cer-
to punto in poi sono tutti uguali o p— 1 rappresenta un numero intero negativo,
e viceversa.

Dim. Sia x = ¢y,c1c2...¢cp p—1 p—1... lo sviluppo in questione. Pos-
siamo supporre che si tratti di uno sviluppo ridotto perché un eventuale pro-
cesso di riduzione non fa che spostare verso destra 'inizio del periodo. Allora
—x = —cy—c1p—- - —cppF +(1—p)pF Tt +(1—p)pFT24- ... Riducendo, si arriva a
ot (p—cp—D)pF+(1—p—1)pF 4. . = . 4 0pF 4 (1—p—1)pF 24 - . ecc., per
cui ¢; = 0 per ¢ > k. Ne segue che —z & un intero positivo, per cui z & un intero

negativo. Viceversa, se x € negativo, —z € positivo, e dunque —z = dy, d1ds .. .0,
e percid ¢ = —dg —dip— - - - — dp® +0-p**t1 4+ ... Nella solita riduzione si ha:
..._|_(p_dk_1)pk_1.pk+1+0.pk+2+... — ...(p_l)pk+1_1.pk+2+..._ Si
vede allora che i coefficienti delle potenze p’ con i > k sono tutti ugualia p—1.

Esercizi
1. Che numero rappresenta lo sviluppo:
9,999...=9,9
in base 107 Piu in generale, che numero rappresenta lo sviluppo:
p—1l,p—1p—-1...=p—-1,p—1

in base p?

2. Qual ¢ lo sviluppo in base 10 di —3277
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3. Scrivere la forma ridotta mod 3 di 1,234...k... (tutti gli interi positivi).
4. Che numero rappresenta lo sviluppo p—adico: p,p — 17

5. Che numero rappresenta lo sviluppo p—adico:
p,2p—13p—2 ... (k+1)p—FK...7

6. Qual ¢ la condizione necessaria e sufficiente affinché uno sviluppo p—adico
rappresenti lo zero?

1

7. Dimostrare che ¢ +cip+---+c,_1p" " =p™ — 1 se e solo se tutti i ¢; sono

ugualia p — 1.

8. Cosa significa il fatto che in uno sviluppo p-adico un coefficiente & uguale a
zero?

9. Calcolare la seguente somma mod 5:

2,31021140 + 3,1412021310.

Vediamo ora un classico teorema.

Teorema 2.5. Uno sviluppo p-adico rappresenta un numero razionale se e solo
se ¢ periodico.

Dim. Supponiamo dapprima di avere un numero periodico puro (il periodo
comincia cioé con la prima cifra) di periodo d:

T = Cp,C1C2...Cq—1 ,

ovvero:

z=cotept -t egap’™ Fopt oo™

Mettendo in evidenza p? questa espressione si pud scrivere:
z=co+cp+-+cgp” '+ (co+ap+-+eamptpt e,
cioe:
z=(co+ep+-+egp” A +p+p 4,
e ricordando che la serie a secondo membro ha per somma 1/(1 — p%),
1

11 ctapt-teap®
1—pd 1—pd '

r=co+eipt-+egapt

Il numero z & dunque rapporto di due interi e percio e razionale. Si osservi che
si ottiene cosi un numero razionale negativo (percheé 1 — p¢ & negativo), che &
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CAPITOLO 2. Sviluppi in serie p-adici

una frazione propria in quanto 1 — p? & superiore (in modulo) al numeratore
(per l'es. 7, si ha uguaglianza se e solo se tutti i ¢; sono uguali a p—1, e dunque
x = —1, intero), e il cui denominatore & primo con p. Inoltre, d & il piu piccolo
esponente tale che z(1 —p?) ¢ periodico, altrimenti il periodo sarebbe minore di
d. Viceversa, sia — un numero razionale negativo (ridotto ai minimi termini)
con (b,p) =1, e sia d Vordine di p modulo b, cio¢ il pilt piccolo intero positivo
tale che p¢ = 1 mod b.! Allora p — 1 = bt, per un certo intero positivo ¢,

d_
b= ”Tl, e dunque:

a at m

b pio1 1-p¥
dove si & posto m = at, che € un intero. Ora m = at < bt in quanto a < b e
percid m < p% — 1; m ha quindi una scrittura in base p che arriva fino a p®~1:

m=cy+cp+...+ cd_lpd_l, 0 < ¢ < p. Ne segue:

a m
-3 = l_pd:m(1+pd+p2d+"')
(co+ep+---+ea1p” (A +p'+p* +--)

= C(p,C1C2...C4—1 ,

per cui il nostro numero razionale ¢ un numero periodico puro.

Per quanto riguarda il caso generale, sia x = ag, a1 - axCoC1 ---Cq_1 , € sia
s l'intero positivo s = ag,a;---ag. Sottraendo s da z otteniamo x — s =
0,00...0cG¢ - ¢—1 , da cui, moltiplicando per p~+D p=k+D(x — 5) =
C0,CiC2...Cq_1 - Per quanto visto sopra, il secondo membro & un numero
razionale, e dunque anche il primo lo &. Ne segue che x ¢ razionale.

Viceversa, se £ € un numero razionale il cui denominatore ¢ primo con p,
moltiplicando z per una opportuna potenza di p e aggiungendo o togliendo un
intero, ci si riduce ad un numero razionale negativo. <

Nota. Per quanto ora visto il periodo di un numero razionale ¢ 1 se e solo se
I'ordine di p mod b & 1, cioe se e solo se p = 1 mod b. Se 3 & intero, cio¢ se b = 1,
allora 'ordine di p mod 1 & 1. Infatti, poiche due interi qualunque sono sempre
tra loro congrui mod 1, il piul piccolo intero positivo d tale che p? = 1 mod b &
1. Si ritrova cosi il fatto che il periodo di un intero e 1.

Esempi. 1. Sviluppiamo —% mod 5. Si ha 5% = 1 mod 3, e dunque il periodo
&d=2. Inoltre, 52 —1 =24 =3-8edunquet =8, m=1-8=8,8=3+1-5,
e infine:

I 3+1-5
3 1-5°
'Essendo p primo con b, p mod b appartiene al gruppo degli elementi invertibili di Z/bZ,

e come tale ha un ordine, cioé il minimo intero d tale che ’elemento elevato a d ¢ uguale
all’unita.

= (B+1-5)(1+52+5-)
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2.1. Numer:s razionali

= 34+1-543-524+1-53+...

= 3,1.
Sviluppiamo ora % mod 5. Scrivendo % =2- %5 e usando ’esempio precedente
abbiamo 5+ —% =3-5+1-5% +--- = 0,31, e aggiungendo 2 si trova 3 = 2,31.

Facendo la somma, (con riporto, e cominciando da sinistra) si trova 2,31+3,1 =
0,00...=0.

2. E’ istruttivo ora sviluppare % in serie di potenze di % Tenuto conto di

quanto visto prima si ha, dividendo sopra e sotto per 5,
1 3+1-5 &H+: 1 3 11

37 52-1  1—(1p Gra)ltatat )

e dunque:

1 1 3 1 3

375 5% 5 5
Si vede allora che rispetto a —% il periodo si inverte e comincia dopo la virgola,
cioe dalle potenze positive di % Inoltre, prima della virgola c’¢ 0. E’ facile
vedere che questo fatto ¢ generale.

+...=0,T3.

3. Vediamo ora un esempio con p = 10. Sviluppiamo —%. Si ha 102 =

1 mod 11, e dunque il periodo & d = 2. Inoltre, 102 — 1 = 11 -9, per cui
m=at =3-9=27. Allora:
3 ~-3-9 27  7+2-10
11 102—1 1-102  1-102
= (7T4+2-10)(1 +10* +10* +--)
= 742-104+7-10°42-10° +---
= 72

Nota. L'usuale scrittura decimale di una frazione propria 3 con denominatore
primo con 10 si ottiene come sopra con p = 10. Piu precisamente, trovato d
minimo tale che 10 = 1 mod b, cioe il periodo, sia 10¢ — 1 = bt. Allora, come
prima,

a at _ m
b 104 —1 104 —1°

Dividiamo sopra e sotto per 10%:

m
¢ _ _io?
b= ()

Scrivendo lintero m in base 10, m = ¢y + ¢110 + ¢10% + - -+ + cd_llﬂd_l, e
sviluppando 1 — (1—10)d si ottiene:

Co 1 1

a Cd—1
(1 +—_— 4+ —
10d( * 10d * 102d

Cq—
_:_+ﬂ+...+

b 10 102 +),
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CAPITOLO 2. Sviluppi in serie p-adici

e percio:

a -
E = 0, Cq—1C4—2-.-Cp -
Si ritrova in particolare il fatto ben noto che se il denominatore di una frazione
primo con 10 (cioé non & divisibile né per 2 né per 5), non vi sono cifre decimali

prima di quelle periodiche, e viceversa.

Esempio. Cerchiamo lo sviluppo decimale usuale di % Dalla 10 = 1 mod 11
abbiamo d = 2. Inoltre, 10> —1 =11-9, percuim = at =3-9 =27 = 7+2-10.
Ne segue:

102
dove si ¢ diviso sopra e sotto per 102. Dunque:
3 7+2-10 1
R — -
11 10 1= 352
_7T+2-10 (1+ 1 n 1 M
B 102 102 10*
2 7 1 1
= (Z 4+ )14+ — = ...
(0+102)( +102+104+ )
_ 2 + ! + 2 + ‘ +
-~ 10 102 108 10%
— 0,77,

Per ottenere un numero razionale a partire dalla sua espressione decimale
basta fare il percorso ora visto a ritroso, cioé scrivere il periodo sotto forma di
numero intero (nell’esempio: 27), e dividerlo per 109 — 1 = 99...9 (cioe tanti

9 quante sono le cifre del periodo; nell’esempio: 99), e poi ridurre ai minimi
termini (nell’esempio: % = %) (Lo sviluppo in potenze di 10 di —1—31 visto
prima dava —1—31 =17,2).

2.2 Numeri algebrici

Un numero algebrico ¢ una radice di un polinomio a coefficienti razionali. Lo
sviluppo p—adico di un numero razionale ¢, (p,b) = 1, permette di trovare una
radice del polinomio p(z) = bx — a, cioé una soluzione dell’equazione lineare
br —a = O0mod p", per ogni n = 1,2,... (Teorema 2.3). Vediamo ora il
caso di un’equazione quadratica, 2 —a = 0, con p primo e p che non divide
a (cioé a non & zero modulo p). Limitiamoci per il momento al caso p # 2.
Osserviamo subito che, contrariamente al caso lineare, questa equazione puo
non avere soluzioni gia per n = 1. E’ il caso per esempio della 22> —2 = 0 con
p = 3. Ma basta che ne abbia una mod p perche poi ne abbia una mod p" per
ogni n. Indichiamo questa soluzione con +/a.
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2.2. Numeri algebrici

Teorema 2.6. Sia p primo e p > 2. Se l'equazione 2> —a =0, p fa, ha una

soluzione negli interi mod p, allora ne ha una negli interi mod p™ per ogni n.

Dim. Come nel caso lineare si tratta di trovare uno sviluppo in serie di
potenze di p:
Va=co+ep+ep’ +---.

Sia e; una soluzione modp. Poniamo e; = ¢y, e supponiamo, per induzione, di
aver trovato una soluzione e, mod p” nella forma:

n—1
én =C+cip+---+cpp
di avere cioe:

e; = a mod p".

2

n

Cerchiamo allora una soluzione mod p"*! nella forma e, = e, +cp™. Doven-
p + 4

do essere:

e%_H =g mod p" !,

dobbiamo risolvere rispetto all’incognita ¢ la seguente congruenza:

2 + 2cen,p" + *p®" = a mod p"*!,
ovvero, essendo 2n >n + 1 per n > 1,
2 4 2ce,p™ = a mod p" L. (2.7)

2
n

Per ipotesi induttiva, e2 = a mod p”, cio¢ a — e2 = 0 mod p", ovvero a — e2 &

divisibile per p”. Ne segue che ap%fi e un intero. Allora la (2.7) ha una soluzione

n+1

¢ negli interi mod p se e solo se I’equazione in c:

2
a—e,

p’l’L

= 2ey,c (2.8)

ha una soluzione negli interi mod p. Ora, essendo e, = e; Z 0 mod p, I'inverso
di e, mod p esiste, come pure I'inverso di 2, in quanto p # 2. La (2.8), e percio
la (2.7), ha dunque la soluzione:

_ 2
cioe il resto della divisione di % apf"

abbiamo allora la nuova soluzione:

per p. Con questo ¢, che chiamiamo ¢,

n
entl =¢€p +cpp,

negli interi modulo p™*!. ¢
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CAPITOLO 2. Sviluppi in serie p-adici

Un altro modo di esprimere questo risultato ¢ il seguente:

Teorema 2.7. Nelle ipotesi del Teorema 2.6 st ha lo sviluppo in serie:
Va=co+eip+ep’ +---. &

Esempio. Calcoliamo v/2 con p = 7. Modulo 7, 'equazione > — 2 = 0 ha la
soluzione z = 3 in quanto 32 — 2 = 7 = 0 mod 7 (ha pure un’altra soluzione,
x =4 = —-3mod 7). Il procedimento visto nel teorema puo allora cominciare:
€] = Cy = 3, e

1 2-3 1 7 1

- :_.——:——:—651 d7
A= 53Ty 6 7 & Hodh

da cui: e =cy+c¢1-7=3+1-7. Analogamente:

2 — ¢ 2 — 100
3 :G.T

co =06 =6-—-2=2mod7,

e dunque e3 = 3+ 1-7 + 2 - 72. Proseguendo si trova:
V2 =3,12612124--- .

Nella dimostrazione del Teorema 2.6 & contenuto il seguente algoritmo, dove
e1 € una soluzione dell’equazione mod p:

input: a, p, b, e,

co:er, m:2e !t mod p,

per k: 1 an fare:

(qr : quoziente(a — e2,p*),

¢k : gpm mod p,

ert1: e+ pb),

output: cg,c1,...,c, (Oppure: ey, eg,...,€n41).

Come si vede, l'algoritmo e del tutto analogo a quello del caso dei numeri
razionali. Si tratta in effetti di casi particolari di uno stesso algoritmo, che
vedremo tra un momento. Prima pero consideriamo il caso p = 2, che abbiamo
tralasciato, e che richiede un trattamento a parte.

Intanto, se a & dispari, I’equazione 2 — a = 0 ha sempre una soluzione mod
2,edex =1 (1—a & pariedunque 0 mod 2). Ma contrariamente al caso p > 2
non & detto che ne abbia una mod 4. Ad esempio, z?> — 7 = 0 non ha soluzione
negli interi mod 4, come subito si verifica. La ragione e che 7 # 1 mod 4. Infatti
se 22 —a ha una soluzione mod 4, questa soluzioneé z =102z =3 = —1 mod 4
(in quanto a & dispari). Allora 1 —a =0 mod 4 e a = 1 mod 4. Analogamente
per x = 3 si ha a = 9 = 1 mod4. Viceversa, se ¢ = 1 mod 4 si hanno le
soluzioni z = 1 e x = 3. Dunque, condizione necessaria e sufficiente affincheé
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Pequazione x>

a =1 mod 4.

Ma l’equazione z© — a = 0 pud avere una soluzione mod 4 senza averne
una mod 8. E’ il caso ad esempio della 2 — 21 = 0. I numeri dispari mod 8
sono 1,3,5 e 7, i cui quadrati 1,9, 25 e 49 sono congrui a 1 mod 8, mentre 21
non lo e. Perche '’equazione abbia soluzione ¢ dunque necessario che si abbia
a = 1 mod 8. Questa condizione & ovviamente anche sufficiente, perche allora
z = 1 & una soluzione. Ma non solo: essa & anche sufficiente affincheé I'equazione
abbia soluzione mod 2" per ogni n > 3 (e dunque anche per n = 1 e 2). E’
quanto afferma il teorema che segue.

—a =0, a dispari, abbia una soluzione negli interi mod 4 ¢é che

2

Teorema 2.8. Sia a = 1 mod 8. Allora I’equazione:
2—a=0

ha una soluzione negli interi mod 2" per ognin =1,2,... .

Dim. Si ha intanto la soluzione £ =1 pern =1,2 e 3. Sian > 3, esia e,
una, soluzione mod 2". Cerchiamo questa volta la soluzione sotto la forma:

-1
€nt+1 = en+c-2"
(e non 2" come nel caso p # 2). Deve essere €2, ; = a mod 2", cioe:
e2 4+ 2" c+ 22" %% = a mod 2",

ed essendo 2n—2 > n+1 in quanto n > 3, il coefficiente di ¢? & zero, e restiamo
con:
e + 2"e,c = a mod 2",

Per ipotesi, e2 = a mod 2", e la soluzione della precedente equazione & allora

I’intero ¢ tale che:
2
S
2%e,

—a

mod 2.

Con questo valore di ¢, e,11 = e, +c- 2" ! & la soluzione mod 2"*!.

Esempio. Consideriamo l’equazione 22 — 41 = 0. Abbiamo la soluzione z = 1
per n = 1,2,3. Una soluzione per n = 4, cioé mod 2, si trova in questo modo.
Con e3 = 1 si ha

(1+2%)? = 1+23%¢+2% =41 mod 2*,
1—41
8

c = -5 =1 mod 2,

e dunque ey = 1 +1-22 =5, ed effettivamente 52 = 25 = 41 mod 2*.
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Riassumiamo quanto detto sopra nel teorema seguente.

Teorema 2.9. Sia a un numero dispari. Allora:

i) a é sempre un quadrato mod 2;

ii) a € un quadrato mod 4 se e solo se a = 1 mod 4;

ii1) a € un quadrato mod 2", n > 3, se e solo se a =1 mod 8. <

2.3 1l metodo di Newton

Come gia accennato, gli sviluppi in serie, che danno approssimazioni successive
di un numero, sono casi particolari di un metodo generale. Si tratta del metodo
di Newton delle approssimazioni successive. Esso consiste, data una funzione
f(x) (a noi interessa il caso di un polinomio a coefficienti interi) e un valore ap-
prossimato z, di una sua radice, nel determinare una migliore approssimazione
ZTp+1, prendendo come x,41 il punto di intersezione della tangente alla curva
che rappresenta f(x) nel punto (x,, f(z,)) con I'asse delle z. Poiché questa
tangente ha equazione y — f(z,) = f'(z,)(z — x,), questo punto &

f(zn) (2.9)

n

Ora, nel caso di un numero razionale a/b abbiamo che questo numero e
radice di f(z) = bx — a. La formula vista nel paragrafo precedente era, con
(bap) =1, én+1 = €p + cnpn7 dove:

la— be,

Cp = 5 e mod p.

Ma f(e,) = be,, — a, e f'(x) = b, costante. Il nostro ¢, si pud dunque scrivere:

f(en)

en = ——4 5 modp,

f'(en)p

e dunque:

€nt41 = €n — ;/((eez)) mod p,

che & la forma che assume la (2.9) nel caso in questione. Analogamente, nel
caso di una radice quadrata (p # 2), & f(z) = 2% — a, f'(z) = 2z, per cui:

1 a—é2
= mod
P 2
OVVero: Few)
€n
Cp = — mod
" f'(en)p™ b



2.3. Il metodo di Newton

e dunque la (2.9) assume la forma:

f(en)

€n+1 = €n — f’(e )
n

mod p.

Questo procedimento vale in generale: se il polinomio ha una radice e; mod
p, e se f'(e;) # 0mod p, allora la (2.9) permette di trovare una radice di
f(z) mod p"™ per ogni n. In altri termini, essa permette di trovare lo sviluppo
p—adico di una radice di un qualunque polinomio f(z) a coefficienti interi (con
le limitazioni dette). Sia infatti:

flz) =" apa®;
k=0

osserviamo che, per ogni intero c,

k
k o
(z + cp)F = Z (Z_)xkz(cp)l = z* + kepa® ! mod p?,

=0

in quanto, per i > 1, (¢p)’ = ¢'p’ = 0 mod p?. Ne segue:

m

m m
flx+cp) = Z ap(z + cp)k = Z arz® + cp Z arpkz* " mod p?,
k=0 k=0 k=0

e dunque,
f(z+ep) = f(z) + epf'(z) mod p?.

Se ora e; € una radice di f(z) mod p tale che f'(e;) Z 0 mod p, per una radice
es = e1 + cp mod p? deve essere:

0 = f(e1+ cp) = f(e1) + cpf'(e1) mod p*.
Ora, f(e1) = 0 mod p, e dunque c risolve la precedente congruenza mod p? se

e solo se risolve la
__f(e1) mod p
b

cf'(er)

Ma questa ha la soluzione:

Abbiamo cosi la nuova approssimazione:

_ fle)
e
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In generale, per passare da e, ad e,1, si considera la congruenza:

flz+cp™) = f(z) + cp” f'(z) mod p™
che da il valore:

¢=————— mod p,

e la nuova approssimazione:

f(en)

€n+1 = €p — f’(e )
n

Abbiamo quindi il seguente algoritmo, che riassume i due visti in precedenza.
Si osservi che f'(e;) = f'(e1) mod p, in quanto ey & uguale ad e; pilt un multiplo
di p, e = e1 + tp, e per quanto visto sopra con t = c ¢ f'(ex) = f'(e1 + tp) =
f'(e1) mod p. Poniamo d = %, e e; = e, valore iniziale della radice.

input: f(x),p,e,d,

€1 :¢e,

per k: 1 an — 1 fare:

(qx. : quoziente(—f(ex),p*) - d,

¢k : gk mod p,

ekt : e+ c - pb),

output: ¢y, c1,...,c,—1 (Oppure ej,es,...,ey,).

Esempio. Calcoliamo alcune cifre dello sviluppo 7—adico di una radice cubica
di —1. Si tratta di una delle tre soluzioni mod 7 dell’equazione z> + 1 = 0, e
che sono z = 3,5 e 6. Sviluppiamo la prima, z = 3. Abbiamo f(z) = z3 + 1,
f'(z) = 322, e, con e; = 3, f'(e1) = f'(3) = 27 = 6 mod 7, e dunque d = 6.
Facendo girare I'algoritmo si ha:

k=1:
g -1 6= _28.6=_168 — 94
c1:—24mod 7 =4,
eg:3+4-7=31,

k=2:

g~ 6= 8.6 = —608-6= 3648 = 1 mod 7,

e cosi proseguendo si trova:
3,4630262434 ... mod 7.

Nel caso classico, la (2.9) si pud usare per calcolare una radice quadrata. Calco-
liamo alcune cifre di v/2, partendo da un valore approssimato, diciamo z; = 1.
Ora, f(z) = 22 — 2, f'(z) = 2z e dunque f(z;) = —1, f'(z1) =2, e

3
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2.4. Sviluppi in serie di funzioni razionali

Con questo valore,

2,252 4,5-0,25 _
13 =15 F—" = 22 = 141G,

Come si vede, la convergenza al valore di v/2 & in questo caso molto rapida. Il
metodo usuale di calcolo di una radice quadrata ricalca il metodo di Newton
visto qui.

2.4 Sviluppi in serie di funzioni razionali

Un polinomio f(z) a coefficienti in un campo (che nelle nostre considera-
zioni sard il campo @) dei razionali) & una combinazione lineare dei monomi
1,z,22, ..., con coefficienti che sono zero da un certo punto in poi:

f(J?):CL()+a1I+...+an$n_’_0.xn+1+“.

Sotto questa forma un polinomio & uno sviluppo (finito) in serie di potenze di
x, ovvero in base x. Se p(z) & un qualunque polinomio di primo grado, si ha
analogamente lo sviluppo:

f(@) =co+cip(x) + cop(z)® ++ + cup(z)" + 0 - p(z)" T + -

in base p(x). Il procedimento che porta ad una scrittura di questo tipo & lo
stesso di quello usato per gli interi. Si divide f(z) per p(x) (in particolare, per
z): f(x) =r(z) + p(r)q(z), 0 < dr(x) < Ip(x), e si prende il resto r(x) = co,
che € una costante perche di grado zero. Questa sara la prima approssimazione

del polinomio: f(x) = ¢y mod p(x). Si prende poi ﬂ;g%, si divide per p(z) e
si prende il resto c¢;, anch’esso una costante:
f(z) —co
¢ = ———— mod p(z),
p(x) (")

e in generale:

— e k—1
cp = f((II) (CO + Clp(x) +k + ckflp(x) ) mod p((L‘)
p(z)
Se ora g(x) & un altro polinomio, cerchiamo uno sviluppo analogo per la
funzione razionale f(z)/g(z). Abbiamo un teorema del tutto simile al Teorema

2.1.

Teorema 2.10. Sia f(z)/g(x) una funzione razionale, p(z) un polinomio di
primo grado con (p(x),g(x)) = 1. Allora esiste ed & unica la coppia di polinomi
¢ =c(z) ed(zx), con c costante, tale che:

f(z) d(x)

fa) _,, da)
(@) = +g(x)p( ). (2.10)
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CAPITOLO 2. Sviluppi in serie p-adici

Dim. Esistono cy(x) e do(z) tali che:

g(x)co(z) + p(z)do(x) =1,

da cui:

g(x)(co(x) f(z)) +p(z)(do(2) f (z)) = f(x).

Dividiamo ¢q(z) f(z) per p(x): co(z)f(z) = p(x)q(x) + r(x), con Ir(xz) = 0.

Posto:

¢ =r(z) = co(x)f(2) - p(z)q(z) e d(z) = do(x) f(x) + ¢(z)g(x),
si ha:
9(x) - ¢+ p(z)d(z) = f(z),
e dunque la (2.10). Se ¢’=costante e d’(x) & un’altra coppia tale che:

g(@)c’ +p(a)d(x) = f(z),

sottraendo dalla precedente si ha:

9(@)(c = ) = p(z)(d'(z) — d(z)),

da cui, essendo (p(z),g(z)) = 1, p(z) divide c—¢. Ma dp(z) =1 e d(c—c') = 0;

la sola possibilita ¢ che ¢ — ¢ =0, cio¢ ¢ = ¢, e dunque anche d'(z) = d(

Nota. Essendo p(z) di primo grado, p(z) = az +b, la condizione (p(z), g(x)) =

1 equivale alla condizione che —g non sia radice di g(z).

Applicando il teorema alla coppia d(x),g(z), si ottengono una costante c;
e un polinomio d;(z), e, proseguendo, una costante ¢; e un polinomio d;(z).

Sostituendo d;(z)/g(z) con la sua espressione:

p(z),

otteniamo lo sviluppo:

% =co+ep(z) + -+ eniple)" "t + %9_(7;()36)1)(:15)”,
n=1,2,.... Ne segue:

f(@) = g(x)(co + erp(x) + -+ + cump(@)" ™) + dyr (2)p(2)".

Il termine R,, = d,_1(z)p(z)™ & il resto di ordine n dello sviluppo.

precedente segue:
f(@) = g(@)(co + erp(x) + - + corp(a)" ) mod p(z)",

o8
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2.4. Sviluppi in serie di funzioni razionali

n = 1,2,... . La successione infinita di congruenze (2.11) si suole riassumere
simbolicamente nella forma:

flx

(@) =co+ap(x)+--= crp(z)".

g() 0

Il calcolo dei coefficienti ¢; si effettua risolvendo ricorsivamente le congruenze
(2.11). Risolvere la prima:

f(z) = cog(x) mod p(x),

significa determinare ¢y in modo che f(x) e ¢pg(x) divisi per p(z) diano lo stesso

resto. Essendo p(x) = ax + b, di primo grado, questo resto ¢ il valore di f(z) e

cog(z) in —g. Deve quindi essere f(—g) = cog(—g), cioe ¢y = f(—g)/g(—g).
Per semplicita ci limiteremo d’ora in poi al polinomio p(z) = x — a. Allora:

@
°7 gla)

Per trovare c¢; consideriamo, con questo valore di ¢y, la congruenza:
f(z) = g(z)(co + ¢1(z — a)) mod (z — a)?.

Poiche ¢y ¢ tale che f(x) — cog(x) & divisibile per 2 — a, il quoziente ¢i(x) =
(f(z) — cog(z))/(z — a) & un polinomio. La congruenza precedente & allora
equivalente alla:

q1(z) = c19(z) mod (z — a),

e come prima;:

In generale,

I f@) —g@)(wta@—a+ - +eni(z—a)
9(a) ( —a)"

mod (z — a). Abbiamo cosi l'algoritmo (per g(a) # 0):

(2.12)

input: f(z),9(z),a,
d: ﬁ, co : f(a)d, ey : co,
per k:1an—1 fare:

(ar. = quoziente(f () — exg(z), (x — a)*) - d,

¢k : resto(qg, x — a),

eps1 ek + - (x —a)b),

output: c¢g,c1,...,c,—1 (Oppure: ey, es, ..., ey,).
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CAPITOLO 2. Sviluppi in serie p-adici

Esempi. 1. Abbiamo gia visto che la funzione ﬁ si sviluppa come 1+z+22+
- (in serie di potenze di © — a con a = 0), cioeé con i coefficienti tutti uguali
a 1. Ritroviamo questo risultato facendo girare l'algoritmo. Qui f(z) = 1,
g(x) =1—z. Allora g(0) =1,d =1, gy =1, 00:%:1, e1 = 1.
k=0:
q1 : quoziente(l —1-(1 —xz),z) -1 =1,

cp 1,
ex:14+1-x;
k=1
Q2 : quoziente(l — (1 + z)(1 — x),22) - 1
= quoziente(z?,z%) -1 =1,
02:1,
e i 1+ 1z + 2%
ecc.

2. Sviluppiamo la funzione:
1
1—z—x%’
e facciamo vedere che i coefficienti dello sviluppo sono i numeri di Fibonacci
(fo=0),fi=1fo=1,f3=2,..., frr2 = fe + fr+1, per k > 2:

1

m:1+$+2I2+3$3+:ka+1$k

k>0

Si ha, dalla (2.12), ¢g = 1 = 1,

1-(1-z—-2%) o422

¢ = = =1+2z=1mod z;
x x
1-(1-z—-2%)(1 252 + *
co = ( z Zx)( —I—x): x—;—w =2+ 2z =2mod z,
z z

per cui ¢y = f1, ¢ = fa2, ca = f3. Sia, per induzione, ¢ = fr11 = fr + fi—1-
Dalla (2.12) si ha:

_ 1—(1—2—a? EZ;& frp1zF

$TL

mod z.

Cn

Il numeratore della precedente frazione vale:

n—1 n—1 n—1
1 2
1= fra® + D frnd®™ + 3 fopaa™t? =
k=0 k=0 k=0

= I=f)+(fi—f)r+ (it fo—Ff3)2°+ -+ (fao+ faoo1 — fa)z" ™"
+ (jh'+'fn71)$n +’fn$n+1-
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2.4. Sviluppi in serie di funzioni razionali

Per induzione, fr11 = fr+ fr_1 per k < n, e dunque i coefficienti delle potenze
z¥, k < m, sono tutti zero. Si ha allora:
(fr—1+ fn)z" + fnanrl

Cp = - mod z,
x

da cui ¢, = f, + fn_1 e dunque ¢, = fr41.
Sviluppiamo ora la stessa funzione applicando direttamente il Teorema 2.10.
Si ha:

(1—z—2?)-14+z(l+z) =1, (2.13)
e dunque:
1 14z
—_— =14+ —7. 2.14
1—z—2x2 +1—:1:—$2$ ( )

Moltiplicando la (2.13) per 1 + z,
(1-z-2))(1+2)+z(1+5)? =1+

Qui ¢o(z) = 1 + z. Dividendo per z otteniamo quoziente 1 e resto 1. Dunque
ca=ledi(z)=(14+2)?+1-1l-z—-2?)=14+20+2°+1 -0 —2°=2+2.

Allora: L+ 24
z z

L A . e —

1—x—x2 +1—x—x2x

e, sostituendo nella (2.14),

Analogamente:
(1—z—2)2+2z)+z(l+z)(2+2z) =2+,

e col solito procedimento si trova co = 2 e da(z) = 3 + 2z. Dunque:

1 3+ 2z
— =1 2% + — 3,
[ — 722 +:1:+:1:+1_I_x2:1:

Nota. Come si vede da quest’ultimo sviluppo, i coefficienti ¢; coincidono con
quelli del quoziente della divisione di f(z) per g(x) ordinando i due polinomi
secondo le potenze crescenti di x; la divisione si effettua allora dividendo i due
monomi di grado piu basso. Si ha infatti, nel nostro caso, che il primo quoziente
& 1, e il primo resto = + 2 = (1 + z)z = d(z) - z. Il secondo quoziente & ancora
1, e il secondo resto 222 + 2° = (2 + z)z? = dy(7) - 22, ecc. E’ facile vedere che
si tratta di un fatto generale.
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CAPITOLO 2. Sviluppi in serie p-adici

L’algoritmo suggerito dal metodo di Newton si applica anche al caso di una
funzione razionale f(z)/g(x). Come nel caso di un numero razionale questa pud
infatti essere vista come soluzione dell’equazione in y:

g9(x)y — f(x) =0

a coefficienti polinomi. (Il polinomio a primo membro & un polinomio a coef-
ficienti nel campo delle funzioni razionali @(z)). Il numero primo p dell’algo-
ritmo visto in precedenza € qui sostituito dalla variabile 2. A partire da una
soluzione mod z, e cioe y = f(0)/g(0) = ¢y (ci limitiamo allo sviluppo in po-
tenze di z, e dunque supponiamo che g(0) # 0), il seguente algoritmo fornisce
i coefficienti ¢y, co,.... Nell’algoritmo, d ¢ I'inverso della derivata del polino-
mio F(y) = g(x)y — f(x) rispetto a y presa mod z, cioé calcolata in z = 0 :

d =1/¢(0).

input: f(z),9(z),
F(y)zg(x)y—f(x), d: ﬁa co:da el:da
per k:1amn—1 fare:
(qr : quoziente(—F(ey), %) - d,
¢ : resto(qy, x),
€+l €+ C - xk),
output: cg,c1,...,c, (Oppure: e1,ea,...,€ep).
Esempio. Sviluppiamo:
14z
(1—=z)%
Qui F(y) = (1 -=z)’y — (1+2), F'(y) = (1 -=)* F'(1) =1,
d:1,co:1lep:1.
Facendo girare I'algoritmo abbiamo:

k=1
q1 : quoziente(—F(1), x)
= quoziente((1 — z)? — (1 +x),2) = —x + 3,
¢ : resto(qr, ) = 3,
ez : 14 3x;
k=2

q2 : quoziente((1 — x)?(1 + 3z) — (1 + z), 2?)
= quoziente(—3z® + 5x?,2%) = -3z + 5,

co : resto(qo, ) = 5,

e3: 1+ 3z + 522,

ecc. Si ottiene in questo modo la serie generatrice dei numeri dispari:
143z + 522 +723+---
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2.5. Relaziont di ricorrenza lineari

(una serie di potenze Y ., cxz" prende anche il nome di serie generatrice dei
numeri cg).

Esercizi

10. Dimostrare che se F(z) = ag+a1z+---, e se by = ap+ay +- - - + ag, allora:

11—z

=by+biz+---.

11. Determinare le prime cifre dello sviluppo delle due radici quadrate di 5
mod 11 e verificare che la somma termine a termine ¢ 0 mod 11.

12. Come nell’esercizio precedente con le radici di #2 — 2 mod 47.

2.5 Relazioni di ricorrenza lineari

Sappiamo che lo sviluppo in serie di un numero razionale ¢ periodico: Ila
successione delle cifre e tale che esiste d per il quale, a partire da un certo
n7

Cn+d = Cp-
Sia ora w1, us, ... una successione di numeri. Una relazione del tipo:
Up+k = A1Uptk—1 + Q2ULE—2 + -+ * + Qg—1Up+1 + GrUp (2.15)

si chiama relazione di ricorrenza lineare di ordine (o periodo) k tra gli elementi
della successione. A partire da un certo n, i valori di n+ k sono determinati dai
k valori precedenti. La ¢4 = ¢, € una relazione di ordine d, con i coefficienti
ag—1 = ... =a1 = 0 e ayp = 1. T coefficienti di uno sviluppo in serie di una
funzione razionale soddisfano una relazione di questo tipo, come vedremo tra
un momento. E’ questa dunque la nozione, pili generale, che corrisponde alla
periodicita nel caso dei numeri razionali. Diamo qualche esempio. I coefficienti
della ﬁ sono tutti uguali (e uguali a 1) e soddisfano percio la relazione u, 11 =
Up, n > 0, di ordine 1. La serie dei numeri naturali, cioe i coefficienti della
ﬁ, soddisfano la uyy12 = 2up41 — Uy, n > 0, di ordine 2, come pure una
qualunque altra serie di numeri in progressione aritmetica (se la differenza tra
due termini consecutivi € costante, un,io — Upt1 = Upy1 — Up, allora uyyo =
2Up+1 — up). I numeri di Fibonacci, come sappiamo, soddisfano la u,4o =
Upt1 + Up, per n > 2, anch’essa di ordine 2.

Teorema 2.11. Sia data la funzione razionale f(z)/g(z), Of(z) < dg(z),
9(0) #0, e sia dg(x) = k. Allora i coefficienti dello sviluppo:

()

)

~

2
=cytar+cx”+---

<Q
—~
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CAPITOLO 2. Sviluppi in serie p-adici

soddisfano una relazione di ricorrenza lineare di ordine k.
Dim. Sia f(z) = ap + a1z + - - - + ama™, g(x) = by + b1z + --- + bpz®. Sia
n >m — k + 1, e fermiamoci, nello sviluppo, al termine z"**. Abbiamo:

ap+arz+- - Fapr™ = (bo+byz+- - +bpz®)(co+ 1+ -+ epppz™F) + R(z).

Il resto R(z) contiene potenze di x superiori a n + k, e il polinomio a primo

membro potenze di z inferiori a n+ k&, in quanto m < n+k — 1; il coefficiente di

questa potenza di x a secondo membro & dunque zero. Ma questo coefficiente &
Cntkbo + Cryk—1b1 + -+ epbp =0,

da cui, essendo by = ¢g(0) # 0,

b1 b
Cn+k = _b_cn—l—k—l — = b_cna
0 0

cio che dimostra l'asserto.

Nota. Se m = df(z) > dg(x) si prendan >m — k + 1.

Esempio. Con f(z) = 1 e g(z) = 1 — 2 — 2? (Fibonacci), si ha by = 1,
b1 = —1, by = —1, ed essendo k = 2,

Cny2=1-cpt1 +1-cp.

Sussiste anche il viceversa del Teorema 2.11. In altri termini, quello visto
nel Teorema 2.11 & 'unico modo in cui possono nascere relazioni di ricorrenza
lineari.

Teorema 2.12. Sia uy,uo,... una successione che soddisfa la relazione di
ricorrenza lineare:
Uptk = AQUptk—1 1 -+ + GpUn,

n > m > 1. Allora esistono due polinomi f(x) e g(x) tali che

T
& =uy tugxr—+---.
9(z)
Dim. Sia g(z) =1 —ayz —--- — apz®, e moltiplichiamo g(z) per uy 4+ usz +
o+ + Upy12"; se m € un intero, n > m > 1, si ha:
-2
wp A+ (up —aru))s + o (Ukgme 1 — Q1 U2 — 0 — GpUm—1)2 T
k -1

+  (Ukgm — C1UL+m—1 — *** — QxUp)T tmely
+  (Ung1 = a1un — - — QpUp_fyp1)T" —

n+1 4 +k‘

— (arupy1 + -+ apup_py2)T st apUng1r”
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I coefficienti delle potenze di £ che compaiono nelle righe dalla seconda alla
penultima sono zero per 'ipotesi di ricorrenza lineare della successione degli w;.
Chiamiamo f(z) il polinomio che compare nella prima riga, e —R(z) quello che
compare nell’ultima. Allora:

f@) =01 -az - —apz®)(u + uez + -+ + upp12") + R(z),

per cui gli u; sono effettivamente i coefficienti del quoziente

f(z)

1—ayx—--—apzk

nella divisione effettuata una volta ordinati i due polinomi secondo le potenze
crescenti di z. &

Nota. L’equazione caratteristica della relazione (2.15) e 'equazione:

k k—1 k—2
r =a1x + a2x + -4 ap_1T + ag.

Le radici di questa equazione permettono di esprimere il termine generico u, della
successione. Si ha infatti il seguente risultato (che non dimostriamo): se A1, A, ..., A
sono le dette radici, di molteplicita ni,ns,...,ns, allora esistono ¢ polinomi:

pi(z),p2(), ..., pe(z),
tali che:
Up = P1 (n))\?l_l +p2(n))\gz_1 + - +pt(n))\§“_1.

Inoltre, se le radici A; sono tutte semplici, i polinomi p;(z) sono costanti.
Esercizi

13. Dimostrare che la successione dei numeri naturali u, = n soddisfa la
relazione di ordine 2:

Upt2 = 2Upi1 — Up

e che la stessa relazione e soddisfatta da ogni successione i cui termini sono dati
da un polinomio di primo grado in n : u, = an + b.

Dimostrare inoltre che la successione dei quadrati dei naturali u, = n
soddisfa la relazione di ordine 3:

2

Upt3 = 3Upt2 — SUpt1 + Unp,

e che la stessa relazione e soddisfatta da ogni successione i cui termini sono dati
da un polinomio quadratico in n : u, = an® + bn + c.

Denotiamo con s la somma dei primi &k termini di una successione {u;},
i=1,2,....
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14. Dimostrare che se {u;} ¢ la successione di Fibonacci, allora gli s relativi
soddisfano la relazione di ordine 3:

Sp43 = 2842 — Sp.

15. Quale relazione soddisfano i termini di una progressione geometrica di ra-
gione q? E gli sy relativi?

Nota bibliografica

[C] I-5. Per le relazioni di ricorrenza lineari si veda [CMP].
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Capitolo 3

Il Risultante

3.1 1l risultante

Siano f = f(z) e g = g(x) due polinomi di grado n e m, rispettivamente. Se f
e g hanno un fattore non costante d = d(z) in comune, allora:

f = dk, ok < n,
g = dh, Oh < m,

per certi polinomi k e h. Ne segue:

f g
d:—:—
kE~ h

fh = gk. (3.1)

Viceversa, supponiamo che esistano polinomi k e h, con 0k < n e dh < m, tali
che la (3.1) sia soddisfatta. Dividendo h e k per (h, k) la (3.1) diventa fh; = gk,
con (hi,k1) = 1. Allora ky divide f, f = kyw e dunque gky = fhy = kiwh.,
per cui g = hyw. Inoltre, Ow = 0f — Ok, e 0k; < Ok < Of, per cui dw > 0.
Cambiando & in —k, la (3.1) si puo scrivere:

fh+ gk =0. (3.2)

Abbiamo cosi:

Teorema 3.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché due polinomi f e
g abbiano un fattore non banale in comune € che esistano due polinomi k e h,
con Ok < mn e Oh < m tali che sussista la (3.2). &
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CAPITOLQO 8. Il Risultante

Vediamo ora quand’e che due polinomi come k e h esistono. Dati f e g,

fo= e +ar" " 4+ 4 a,,
g = boz" +bz™ -+ by,

di grado effettivo n e m (cioé con ag e by diversi da zero), due polinomi k e h:

k= cor" ' ez 4+ cpts
h = dos™ ' +dig™ 2+ 4 dpyn,

tali che sussista la (3.2) esistono se e solo se tutti i coefficienti del polinomio
fh+ gk sono uguali a zero. Cio conduce al seguente sistema omogeneo di n+m

equazioni nelle n 4+ m incognite dg,dy,...,dpn_1,c0,C1y.-.,Cn_1:
agdo + b()C() = 0
a1dy + aody + bicy + bocy = 0
a2d0 + a1d1 + a0d2 + bQCU + b101 + b002 = 0

andm—1+ bmen_1 = 0.

Questo sistema ha una soluzione non tutta nulla se e solo se la sua matrice ha
determinante 0, e ogni soluzione non tutta nulla da luogo a due polinomi k e
h che soddisfano la (3.2). Si osservi che a causa della forma del sistema se uno
dei due polinomi & e h & il polinomio nullo, anche I’altro lo . In altre parole,
una soluzione non tutta nulla del sistema deve avere almeno uno dei d e uno
dei ¢ diversi da 0. Trasponendo la matrice del sistema abbiamo la matrice di
Sylvester S(f,g) dei due polinomi dati:

ag a; ag ... O 0 0

0 apg a1 ... 0 0 0

. 0O 0 ... ay ... ap—1 an
SED=L 0 b b ... 0 0 0
0O by by ... O 0 0

0O 0 ... by ... bp_1 bnm

11 risultante R(f,g) dei due polinomi f e g & il determinante della matrice di
Sylvester S(f,g).

Se in f e g compaiono piu variabili, poiche il risultante & definito per po-
linomi in una variabile, si puo calcolare il risultante considerando f e g come
polinomi in una sola di esse, e le altre come costanti. Se z ¢ la variabile pre-
scelta, scriviamo R;(f,g), e questo risultante sard un polinomio nelle restanti
variabili.
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Dalla discussione precedente si ha allora:

Teorema 3.2. Due polinomi f e g hanno un fattore non costante in comune se
e solo se R(f,g) = 0. %

Vediamo ora alcune proprieta del risultante.
Se uno dei due polinomi & costante, diciamo g = a, si pone per definizione:

R(f,a) = R(a, f) = /.
Se entrambi sono costanti, f=a e g=b, allora, ancora per definizione,

0, sea=0b=0;
R(f,g)Z{1

altrimenti.

Inoltre
R(g’ f) = (_l)mnR(fag)a

e questo perche S(g, f) si ottiene da S(f,g) permutandone le righe 1,2,...,m —
1,m,m+1,...,m+mn fino a raggiungere la permutazione m+1,m+2,...,m+
n,1,2,...,m, e questo si puo fare spostando m in fondo mediante n trasposi-
zioni, e analogamente per m — 1, m — 2,..., 1. Il numero totale di trasposizioni
necessarie per far cio & mn.

Per il Teorema 3.2, MCD(f,g) # 1 se e solo se R(f,g) = 0. La relazione
tra il massimo comun divisore di f e g e la loro matrice di Sylvester S(f,g) si
spiega col fatto che [’eliminazione di Gauss sulla matrice S(f,g) corrisponde
all’algoritmo della divisione per il calcolo di MCD(f,g). Piu precisamente sia
df < Jg; nella divisione di g per f si moltiplica f per Z—gacm*” e si sottrae il
risultato da g. Si ottiene cosi il primo resto parziale p; della divisione:

boa _
p1 = (b — L)xm 1y (by —
a ap

@)xmf2+...+b
-

Consideriamo ora ’eliminazione di Gauss su S(f,g). Sottraiamo dalla (m +
1)—esima riga (cioé dalla prima riga dei b) la prima moltiplicata per by/ag; il
risultato e:

ao a1 a2 ... 0
0 aq aj e 0
0 0 0 ... G
0 b1 —boal/ao bg —agbg/ao 0
0 bo b1 oo 0
0 0 0 bm
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CAPITOLQO 8. Il Risultante

Nel blocco ottenuto sopprimendo la prima riga e la prima colonna di questa
matrice gli elementi della prima riga dei b sono i coefficienti di p; (pit alcuni ze-
ri). Cerchiamo ora di eliminare il by che si trova sulla prima colonna. Sottraiamo
dalla riga dove si trova questo by la prima moltiplicata per by/ag; gli elementi
della seconda riga dei b sono ora i coefficienti di p;. Continuiamo l'operazione
finche il by dell’ultima riga non & stato eliminato: il risultato ¢ una matrice
che ha un certo numero k; di ag sulla diagonale principale, e sotto la quale vi
sono solo zeri, pitt un blocco quadrato. Quest’ultimo blocco & S1 = S(f, p1), la
matrice di Sylvester di f e del primo resto p;. A questo punto,

R(fag) = a’glR(fa pl)a

per un certo k1. Se df < 3dpi, si continua la divisione e si trova un altro
resto parziale py. L’eliminazione di Gauss sulla matrice S(f, p1) da R(f,p1) =
alng(f, p2), € pertanto:

R(f,9) = ag* ™™ R(f, pa).

Si continua la divisione finche non si trova un resto r di grado inferiore al
grado di f (questo r ¢ allora il resto della divisione di g per f). La matrice
corrispondente S(f,r) & di dimensione n+9dr, e poiche la dimensione di S(f, g) &
n+m, il numero degli ag che precedono il blocco (f,r) & n+m—(n+0r) = m—0or,
e si ha:

R(f,g9) = ag" " R(f,7). (3.3)

Come si vede, le operazioni dell’eliminazione sulla matrice fino a questo
punto corrispondono alle operazioni che si compiono per trovare il resto r.
Arrivati a questo resto r abbiamo fatto il primo passo dell’algoritmo di Euclide
della divisione di g per f, primo passo che corrisponde al passaggio da S(f,g)
a S(f,r). Avendosi df > Or, consideriamo S(r, f) e applichiamo l’argomento
precedente; troviamo:

R(fa g) = agl—ah (_l)niarlR(’rla 7"2),

dove si & posto r = r1 e dove ry ¢ il resto (finale) della divisione di f per r;.
Infine, se 'algoritmo di Euclide ha k passi,

R(fag) =h- R(’rkfla’rka)a

dove h & una costante. Se f e g sono relativamente primi, r,_; = ¢, una
costante, per definizione si ha R(c,rr_3) = ¢?"~2. In questo caso R(f,g) # 0.
Se f e g hanno un fattore non costante in comune allora dr;_1 > 1. Abbiamo
R(rg—1,7%—2) = h - R(rk—1,p), dove p & il penultimo resto della divisione di
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3.1. Il risultante

rL_9 per r_1. Ma il resto di questa divisione e zero, e cid implica che p e
rk—1 sono proporzionali. Quindi, la prima riga di S(rg_1,p) & proporzionale
alla (Org—1 + 1)—esima (e la seconda alla (Ory_1 + 2)—esima, ecc.), per cui il
determinante & zero. In questo caso R(f,g) = 0. Abbiamo cosi una nuova
dimostrazione del Teorema 3.2.

Esempio. Siano:

= 22 +1,
g = 22° -3 —22% -2

La divisione g = fq + r da come primo resto:
pr = =223 — 222 — 2,
come secondo:
po = —2z° 4+ — 2,
e infine:
p3=r=x—1.

La matrice S(f,g) e

20 1 0 0 0 O
02 o 1 0 0 0
oo 2 0 1 0 O
oo o 2 0 1 0
o0 o o0 2 0 1
20 -1 -2 0 -2 0
02 0 -1 -2 0 -2

Procediamo con ’eliminazione di Gauss. Aggiungiamo alla sesta riga la prima
moltiplicata per —1, e nella matrice cosi ottenuta sottraiamo la seconda riga
dall’ultima. Il risultato e:

20 1 O 0 0 O
02 o0 1 0 0 0
oo 2 o0 1 0 O
oo o 2 0 1 0
o0 o o0 2 0 1
00 -2 -2 0 -2 0
o0 0 -2 -2 0 -2
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Il blocco 5 x 5 in basso a destra & S1 = S(f, p1). A questo punto, R(f,g) = 22-
R(f,p1). L’eliminazione di Gauss continua ora nella matrice S;. Aggiungiamo
in S7 la prima riga alla quarta e nella matrice cosi ottenuta aggiungiamo la
seconda riga all’ultima. Si ha:

2 0 1 0 O
0 2 0 1 0
o 0 2 0 1
0 -2 1 -2 0
0o 0 -2 1 -2

Il blocco 4 x 4 in basso a destra & Sy = S(f, p2). Qui R(f,g) = 23- R(f,p2). In

Sz, aggiungiamo la terza riga alla prima; la nuova matrice é:

20 1 0
02 0 1
01 -1 0]’
00 1 -1

e il blocco 3 x 3 in basso a destra ¢ S3 = S(f, p3). Cosi,

R(f,9) =2" - R(f.r).

(Si osservi che ’esponente 4 & uguale a df — dr =5 —1).

Il primo passo dell’algoritmo di Euclide corrisponde all’eliminazione in S(f, g),
e ci porta qui a S3 = S(f,r). Continuiamo con 'algoritmo e dividiamo f per r,
ottenendo un primo resto parziale py = 2z + 1 e un secondo (e ultimo) ps = 3.
Poiche 9f > dr consideriamo la matrice S5 = S(r, f), ottenuta dalla S3 traspo-
nendo la prima e la seconda riga, e quindi la seconda e la terza (in tal modo il
determinante non cambia):

1 -1 0
0 1 -1
2 0 1

Aggiungiamo all’'ultima riga la prima moltiplicata per —2; si ha

1 -1 0
0o 1 -1 |,
0 2 1

da cui:
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che ¢ la Sr,py4), e il cui determinante & uguale a 3. Per definizione, 3 & il
risultante R(z — 1,3) = R(r, ps).
Riassumendo:

2% R(f, ),
= 2-R(f,p2),
= 2-R(f,r) = R(r, f),
= R(r,ps) = R(r, p5),

e dunque R(f,g) = 2*-3 = 48. Se ne conclude che f e g sono relativamente
primi.

Nota. Il numero di passi necessari per passare da S; a S; 41 nel processo di eliminazione
e uguale al piu piccolo dei gradi dei due polinomi di cui S;11 € la matrice di Sylvester.

La (3.3) suggerisce un modo per calcolare ricorsivamente il risultante, e
dunque il seguente algoritmo:

input: f,g,

n=0f, m=dy,

se n > m allora R : (—1)™"R(g, f), altrimenti fare:
(an : coef fprinc(f),

se n = 0 allora R : a;', altrimenti fare:

(r : resto(yg, f),
se v = 0 allora R : 0, altrimenti fare:

p:or,
R:ag™PR(f,7)))
output: R.

Il teorema, che segue da un’espressione del risultante in termini delle radici
dei due polinomi. Prima un lemma.

Lemma 3.3. Siano aj,a9,...,an € B1,02,...,0m le radici di f(z) e g(x),
rispettivamente, in un ampliamento del campo dei coefficienti. Allora valgono
le sequenti uguaglianze:

ag’ [[ g(z)= (0" [ f(@) = ag'th [[(cs - By). (3.4)
f@=0 g(z)=0 i

Dim. (L’espressione I ¢(2)=0 g(z) sta per J[iL; g(a;), cioe il prodotto dei
valori che g(z) assume sulle radici di f(z)). Dimostriamo che la prima e la
seconda quantita sono uguali alla terza. Per la prima abbiamo

g(z) =bo(x — B1)(z — B2) --- (= — Bm),

per cui:

g(a;) = bo(a; — B1)(a; — B2) -+ (i — Bim)-
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CAPITOLQO 8. Il Risultante

Il prodotto di tutte queste espressioni per 2 =1,2,...,n e
IT 9(x) =5 [T(ai = 8)).
f(z)=0 Y

Per la seconda,
f(z) = ao(z — an)(z — az) -~ (z — an),
e dunque:
f(Bj) = ao(Bj — ar)(Bj — az) -+ (Bj — an)
OVVero:

(=D)"f(B)) = ao(ar — Bj) (a2 — Bj) -+ (an — Bj)-

Il prodotto di tutte queste espressioni per j =1,2,...,m ¢

(=™ [ f(=)=ag [[(ei = 8)),
g(x)=0 0J

da cui il risultato. O
Teorema 3.4. Sussiste la sequente uguaglianza, dove m = 0g:
R(f,g9)=ai I g(2).
f(z)=0

Dim. Sia 0f < 0dg. Per induzione su df, il grado del primo polinomio
della coppia f,g. Se df = 0, allora f = ap, una costante, e per definizione
R(ao,g) = ay'. Sia Of > 0. Se g = fq+ r abbiamo:

R(f,9) = af" 7" R(f,r).

Essendo d0f > Or, consideriamo R(r, f). Per ipotesi induttiva:

Rir,f)=r5 [ f(=)=(=1)""ag" ] r(),
r(2)=0 f(z)=0

dove la seconda uguaglianza segue dalla prima delle (3.4). Ma se calcoliamo
g = fq+r in una radice a di f abbiamo g(«) = r(«), e quindi I ¢(2)=0 r(z) =
I1 ¢(2)=0 9(z). Allora:

R(f,9) = a7 R(f,r) = a7 (-1)""R(r, f)

= @) e ] gl
f(@)=0
= ag [[ 9(=).
f(@)=0
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Se f > dg, consideriamo R(f,g) = (—1)""R(g, f). L’argomento precedente
fornisce R(g, f) = b§ [14(z)=0 f(2), € il risultato segue dalla prima uguaglianza
delle (3.4). &

Esempio. Sia z = a + bi un numero complesso, Z = a — bi il suo coniuga-
to. Questi due numeri sono i valori del polinomio a + bx nei punti 7 e —1,
rispettivamente, vale a dire nelle radici di z2 + 1. II loro prodotto & a? + b2, la
norma di z. Dunque,

N = R(z* + 1,a + bz).

Cio si puo verificare calcolando il determinante della matrice:

b
0
1

o o R
= O

che vale appunto a” + b%. La norma del numero complesso a + bi si pud anche
definire come norma del polinomio a + bz rispetto alle radici di z2 + 1. Pilt in
generale, si puo definire la norma di un polinomio g rispetto alle radici di un
altro polinomio f come il risultante R(f,g).

Corollario 3.5. Siano f, g e h tre polinomi. Allora:
R(fg,h) = R(f,h)R(g,h).

Dim. Per il teorema,

R(fg,h) = (aghp)™ [ h(=).

fg=0

Ma fg(z) = f(z)g(z) = 0 se e solo se f(z) =0 oppure g(x) = 0. Dunque:

I r@)= I hx)- II hl),
(z)=0 (z)=0

fg(z)=0 f g
e si ha il risultato. &

Esercizi

1. Dimostrare che, con m = 9g,
m b
R(az +b,9) = a™g(~-).

In particolare, R(xz — a,g) = g(a).

2. Dimostrare il Teorema 3.4 usando l’esercizio precedente e il Corollario 3.5. (Sugg.:
induzione su Jf, il primo polinomio).
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CAPITOLQO 8. Il Risultante

3. Sia y una variabile. Dimostrare che:

R.(fig—v)=ay [[ (s(x)—v).
1(@)=0

(Per y = 0 si ottiene il Teorema 3.4. R(f,g) ¢ il termine noto di R, (f,g —y), che & un
polinomio in y).

4. Siano f(x),g(x) e h(y) tre polinomi. Dimostrare che

Ry (f(h), g(h)) = (hg™ R (£, 9))"",

escluso il caso in cui h(y) & una costante tale che f(h) = g(h) = 0.

5. (Caratterizzazione del risultante). Sia F' una funzione che associa ad ogni coppia di
polinomi su un campo K un elemento di K e tale che:

a) F(f,0) =0, se f non & costante;

b Flg, f) = (~1)™F(f, g);

¢) se 0f < dg e g=fq+r,allora F(f,9) = ay """ F(f,r),

dove ag ¢ il coefficiente principale di f. Dimostrare che F'(f,g) ¢ il risultante R(f,g).
(Sugg.: induzione su min(9df,dg)).

6. Sia P; lo spazio vettoriale dei polinomi di grado al piu ¢, e siano f e g due polinomi di
gradi n e m, rispettivamente. Sia P,, X P, lo spazio vettoriale delle coppie di polinomi
(p,q) e consideriamo ’applicazione lineare:

¢: Ppx Py — Prin

data da:
(p.q) = fp+9q.
Dimostrare che la matrice di ¢ & la matrice di Sylvester S(f,g).

7. Sia A una matrice e sia f = f(z) un polinomio arbitrario. Dimostrare che

det f(A) = R(f,p),

dove p = p(x) ¢ il polinomio caratteristico di A.

8. Dimostrare che esistono due polinomi a(z) e b(z) tali che:

R(f,9) = a(z) f(z) + b(z)g(z),
e che se f e g sono a coefficienti interi anche a e b lo sono.

9. Sia R; il determinante ottenuto da R(f,g) sopprimendo le prime e le ultime i
colonne, le prime 4 righe del gruppo corrispondente a f, e le prime i righe di quello
corrispondente a g. Dimostrare che condizione necessaria e sufficiente affinche f e g
abbiano un MCD di grado d & che si abbia R =0, Ry =0,...,Rq_1 =0, Ry # 0.
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3.2 Applicazioni

Il risultante permette di risolvere il seguente problema: dato un polinomio f,
trovare un polinomio g le cui radici sono una data funzione razionale delle radici
di f. Va da sé che questo problema ha interesse solo nel caso in cui le radici di
f non siano note.

Intanto, un polinomio f si puo esprimere come risultante di due polinomi.

Siano infatti a1, g, ..., ay leradici di f (in un ampliamento del campo); allora:
fl@) =ao(z —an)(x —ag)-- (z—an) =a0 [] (z—y),
f(y)=0
e dunque:

f(@) = Ry(f(y), —y + @),

che e l'espressione richiesta. Il problema sopra menzionato € qui risolto nel
caso in cui la funzione razionale & la funzione identica. Supponiamo ora che
la funzione razionale sia un polinomio p(z). Il polinomio []s¢)—o(z — p(y))
ha come radici p(a;) e quindi & una soluzione del nostro problema; prendiamo
allora:

9(w) = Ry(f(y), — p(y))-

Sia ora p(z)/q(z) una qualunque funzione razionale. Intanto, perche il no-
stro problema abbia soluzione ¢ evidentemente necessario che ¢(z) non si annulli
su una radice di f(z), e percio ¢ e f non debbono avere radici in comune. Sia:

Do I -0 P b))
91(z) f(g[o( q(y)) f(glo(q(y) p(v)) (=0 4(v)

Allora g;(x) & una soluzione, e cosi pure Hf(y)zo(q(y)x —p(y)) e dunque anche:

9(z) = Ry(f(y),a(y)x — p(y)).

Si osservi come per g(y) = 1 si ottenga la formula precedente per il caso di un
polinomio.

Nota. Una funzione razionale delle radici pud sempre ridursi ad una funzione polino-
miale. In altri termini, se p(«)/q(«) & una funzione razionale della radice a di f(z),
allora esiste un polinomio r(x) tale che p(a)/q(a) = r(a) (il polinomio r(x) essendo
lo stesso per tutte le radici di f(x)). Infatti, essendo f e ¢ primi tra loro (se hanno
un fattore in comune nel campo hanno una radice in comune in un ampliamento del
campo), si ha af + bg = 1 da cui, moltiplicando per p si ha a;f + rq = p, per certi
ay e r. Calcolando in « si ottiene r(a)g(a) = p(a), in quanto f(a) = 0, e dunque r
e il polinomio cercato. Si osservi che la riduzione a r si effettua mediante operazioni
razionali sui coefficienti di p e ¢, e dunque anche r avra i coefficienti nello stesso campo
di p e q. Inoltre, se 9r > Of, dividendo si ha r = fq; +r1, con 9r; < 0f, e, calcolando
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in a, r(a) = r1(a). Si puo cioé ottenere una riduzione della funzione razionale ad un
polinomio di grado inferiore a quello di f(z).

Consideriamo ora alcuni casi particolari della funzione p(z)/q(z).
1. Radici aumentate

Si richiede che g(x) abbia come radici @ + k, dove k£ & un numero e o una
radice di f(z). La soluzione & ovviamente g(x) = f(z — k), che espressa in
termini di risultante e:

9(z) = Ry(f(y),z —y — k). (3.5)

Per certi valori di k& il polinomio g e piu semplice di f, e quindi, a priori, &
piu facile trovare una radice 8 di g; una radice di f sara allora semplicemente
a = B—k. Per esempio, € possibile determinare g in modo che manchi il termine
in 2" 1: nella (3.5) il coefficiente di 2" ! & a1 — napk e dunque basta scegliere
k = ay/nag. (Che il coefficiente di z"~! in g sia a; — nagk si pud anche vedere
dal fatto che g(z) & uguale a f(z — k) = ag(z — k)" +ar(z — k)" 1 4+ - +ap
e applicando poi il teorema del binomio). Nel caso particolare dell’equazione
di secondo grado tutto cido conduce alla ben nota formula per la soluzione di

queste equazioni: sia f(z) = agx? + a1z + ag; allora:

ap a1 a2
g(z) = Ry(fly),~y+z—k)=| -1 z—k 0
0 -1 z—-k

e dunque:
g(x) = apz® + (a1 — 2kag)z + agk® — a1k + ay,

1

scegliendo k = a1 /2ay il termine in ™™, cioé in questo caso in x, scompare, e

si ha:
2 2
2 aj aj
) = aox — ——+ta
9(x) 0Tt Jae  2ag T ™2

9 a% — 4dapas
= (],0([,‘ e ——
4&0

Le radici di g(z) si ottengono semplicemente con una estrazione di radice
quadrata: = j:\/(a% — 4apaz)/4a2, e quelle di f(z) sono:

B k= :I:,/a%—élagag aq

a = - —
2a0 2@0
—a1 \/a% — dagpas

2a0
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Nello stesso modo si ottiene la riduzione di un polinomio di terzo grado alla
forma di Cardano z3 + pz + ¢.

2. Multipli di radici

Se g(z) deve avere come radici k«;, per un certo k, allora:

g(x) = By(f(y),x = ky)

g(x) = aOfL'n + a1kxn_1 + an_2k2x"—2 4+t anx".

(Cosi g(ka) = k™ f(a) = 0). In particolare, per k = —1 si ha:
n . .
g(z) = Zan_i(—l)lac”_’,
i=0

cosa che si ottiene cambiando alternativamente di segno ai coefficienti di f(z).
3. Radici reciproche

Se «; sono le radici di f(z), g(z) deve avere come radici 1/a;. Allora
p(z)/q(z) =1/ e
9(x) = Ry(f(y),zy — 1).

La matrice di Sylvester é:

ao al a2 ... Qap—-1 Ay,
r -1 0o ... 0 0
0 z —1 ... 0 0 ,
0 0 0 ... T -1

il cui determinante, a meno del fattore (—1)", & a,z" + ay_12™ ' + ... + ao,

che ¢ il polinomio g cercato. I suoi coefficienti sono gli stessi di quelli di f ma
nell’ordine inverso, e g(z) = 2" f(1/x).
4. Trasformazioni lineari fratte

La funzione razionale abbia la forma:

p(z) ax+b

q(z) cx+d

I tre casi z+k, kz e 1/z sono casi particolari di questo. Tuttavia, una trasforma-
zione lineare fratta si puo sempre ridurre ad una successione di trasformazioni
dei tre tipi particolari detti. Infatti, se ¢ # 0,

bc — ad a ar+b

d 1
Tr—r+—=u——=0— V=W oW+ = .
c U c c cx+d
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Cio significa calcolare quattro risultanti:

0@ = R()o—y-2),
92(z) = Rylg1(y),zy — 1),
bc — ad
93(z) = Rylg2(y),z — —5—y),
9(r) = Rylgs(y),z —y—-),

e I'ultimo, g(x), € il polinomio le cui radici sono (ac + b)/(ca + d). Se invece
¢ = 0, allora la successione di trasformazioni si riduce a due sole:
b ar+b

x—)%xzu%u—i—a— 7

e cosi pure quella dei risultanti:

n(@) = Ry(fly),z - 2y),

g(z) = Ry(gl(y),x—y—g)-

5. Invarianza per trasformazioni

In quale caso g, ottenuto da f con una trasformazione razionale, ha le stesse
radici di f? Perche cio accada & ovviamente necessario e sufficiente che g sia
un multiplo scalare di f. Consideriamo due casi:

1. Sia k = —1 in 2.; vogliamo cio¢ che g abbia le radici —q; (radici opposte).
Allora g & equivalente a f se e solo se a;y = a3 = ... =0. Se n & pari, n = 2m,
abbiamo ¢(z) = apz?™ + asx®™ 2 + - - - +agy; se n & dispari, n = 2m + 1, allora
g(z) = apr®™ ! +axz®™ 2 + .. + agy,r. Questa si riduce alla prima se si tiene
conto della radice & = 0 (che & uguale alla sua opposta —«), e posto y = z2
abbiamo un polinomio il cui grado ¢ la meta del grado di f.

2. Consideriamo la trasformazione reciproca vista in 3.; i coefficienti di
g sono quelli di f ma nell’ordine inverso. Si deve quindi avere pa; = ap—_;,
i=1,2,...,n, per un certo p, e da pag = a, e pa, = ag segue p> =1e p = +1.
Allora, per ogni 4, 0 a; = Gn_; OppPUre G; = —Gp_;-

6. Eliminazione di una indeterminata
Siano f e g due polinomi in z e y:
fla,y) = ao(y)z” +ai(y)z" '+ + anly),
g(z,y) = bo(y)z™ +bi(y)z™ "+ + bu(y),
scritti come polinomi in z a coefficienti polinomi in y. Cerchiamo una radice

comune di f e g. Consideriamo il risultante R,(f,¢g); questo ¢ un polinomio
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in y, diciamo r(y). Se z = o e y = ( & una radice comune di f e g, i due
polinomi in z, f(z,8) e g(z,f) hanno la radice comune «, e dunque il loro
risultante, che & 7(f), deve annullarsi. Ne segue che § & una radice di r(y).
Viceversa, se r(3) = 0 per qualche j, allora il risultante r(y) ha la radice j, e
dunque i due polinomi f(z, ) e g(z,3) hanno una radice in comune (oppure
i loro coefficienti principali sono zero: ag(8) = by(8) = 0). Il problema di
trovare una radice comune a due polinomi in due indeterminate f e g & ridotto
a quello di trovare una radice del polinomio r(y) nella singola indeterminata y:
lindeterminata x é stata eliminata.

Nota. Osserva G. Ascoli! che nel linguaggio corrente, I’espressione “eliminare una va-
riabile z” tra due equazioni f = 0 e g = 0 viene spesso usata nel senso vago di “dedurre
dalle due equazioni una terza che non contenga la z”. Il senso preciso dell’espressione
¢ invece “trovare la condizione necessaria e sufficiente alla quale debbono soddisfare le
altre variabili affinche i polinomi f e g, considerati come polinomi in z abbiano una ra-
dice comune”. E questa condizione &, per quanto visto sopra, I’annullarsi del risultante

R.(f,9)-

Esempi. 1. Trovare le radici comuni dei polinomi*:
flz,y) = z’y+3zy+2y+3,
g(z,y) = 2zy—2x+2y+3.

Eliminiamo z. Scriviamo le due equazioni secondo le potenze decrescenti di z:

glz,y) = (2y—2)-z+ 2y +3).
Allora:
Y 3y 2y+3
R.(f,9)=|2y—2 2y+3 0 |=2"+1ly+12.
0 2y —2 2y+3
Le radici del risultante sono 1 = —4 e B = —%, e per questi valori i coefficienti

principali di f e g non si annullano. Dunque, ciascuno di questi valori, assieme
ad un valore corrispondente di x, da una radice comune di f e g. Si ha:

f(z,—4) = —4z?— 12z -5,
g(x,—4) = —10z —5,

'[A], p. 276, nota.
2Questo esempio e il seguente sono tratti da [Ku], p. 319.
g
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CAPITOLQO 8. Il Risultante

che hanno la radice comune oy = —%. Per I’altro valore,
3 35 9
flz, —5) = —515 - 515,
3
Q(III, _5) = -z,

e ap = 0 & una radice comune. Concludendo, (—3, —4) e (0, —2) sono le soluzioni

21 2
del nostro problema.
L’esempio che segue mostra che le cose non sono sempre cosi semplici.

2. Sia:

flzy) = 22°y —zy® + 3 +5,
g(z,y) = 2°y* +22y° — by + 1,

che scriviamo come polinomi in y, la variabile che vogliamo eliminare (perche
f e g sono di grado 2 in y, e f & di grado 3 in z):

flzy) = (—2)-y*+(22%) y + (v +5),
g(z,y) = (#*+2z)-y* by + 1.

Il risultante é:
Ry(f,g) = 42® + 82" + 112° + 842° + 1612 + 1542® + 9622 — 125z,

che ha la radice x = 0. Per questo valore, i coefficienti principali di f e ¢ si
annullano. Inoltre, f(0,y) e g(0,y) non hanno radici in comune. Le altre radici
del risultante non sono facili da calcolare. In ogni caso, per nessuna di loro
i coefficienti principali di f e ¢ si annullano contemporaneamente, e pertanto
ciascuna radice non nulla del risultante, assieme al corrispondente valore di z,
da una radice comune di f e g.

7. Il discriminante

Consideriamo ora le radici multiple di un polinomio f. Sappiamo che « &
radice multipla di f se e solo se a ¢ anche radice di f'(z), la derivata di f.
Allora, R(f, f') = 0 ¢é condizione necessaria e sufficiente affinché f abbia una
radice multipla. Per il Lemma 3.3,

n
R(f,f) = ag ] f'(en),
i=1
e derivando I'uguaglianza f(z) = ao [[;—;(x — o) abbiamo:

@) =a0 ) [[(z— ay).

k=1 j#k
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Per x = «, tutti i termini della somma si annullano, eccetto I’s—esimo; dunque:

F(ew) = ag [ (e

JFi

R(f,f) = a5 ”HH

1=1 j#i

Ad ogni coppia di indici (4, j), ¢ > j corrispondono due fattori oy —vj e oj — o,
il cui prodotto & —(a; — a;)?. Poiche vi sono n(n — 1)/2 coppie di questo tipo,
abbiamo:

n(n 1) n—
R(f7 fl) = (_ 2 ! H - Oé]
1<j
n(n—1)

= (_1) 2 CZOD,

dove

_aon 2H

1<J

e il discriminante di f. Dunque, a meno del segno, il discriminante di f e il
risultante R(f, f') diviso per il coefficiente direttore di f. Esempio. Conside-
riamo un polinomio di secondo grado, f = ax? + bz + c. Poiche f' = 2ax + b,
abbiamo:

a b ¢
R(f,fY)=|2a b 0 |=a(=b*+ 4ac).
0 2a b

Qui n(n — 1)/2 = 1 e dunque D = —a"'R(f,f') = b*> — 4ac, come & ben
noto dall’algebra elementare. In modo analogo si dimostra che il discriminante
dell’equazione ridotta di terzo grado x> + pxz +q & D = —4p® — 27¢°.

Esercizi

10. Dimostrare la seguente proprieta del discriminante:

D(fg) = D(f)D(g)[R(f,9)]"-

11. Determinare il discriminante dei polinomi 2" ' 4+ 2" 2 +---+z+ 1le 2" + a.

8. Polinomi di Hurwitz

Siano «;, 2 = 1,...,n le radici del polinomio f(z), e sia y una indeterminata.
I polinomi f(y —z) e f(y+ z) nella variabile  hanno le radici y — o; € —y + «,
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CAPITOLQO 8. Il Risultante

rispettivamente. Se questi due polinomi hanno una radice in comune, allora

Yy — a; = =y + «j, per certi i e j, da cui:
ot
=5
Viceversa, se y ha questa forma, allora y — a; = —y + «; ¢ una radice comune
di f(y —x) e f(y+ ). Ne segue che il polinomio in y:
r(y) = Re(f(y — 2), f(y + z)) (3.6)

di grado n?, dove n ¢& il grado di f, ha come radici le semisomme delle radici di
f(x). L’equazione r(y) = 0 prende il nome di equazione alle semisomme.

Un polinomio f a coefficienti reali & un polinomio di Hurwitz se le sue radici
reali sono negative e quelle complesse hanno la parte reale negativa. 1 fattori
irriducibili di un polinomio a coefficienti reali o sono lineari, della forma z — «,
nel caso di una radice reale o, o quadratici, della forma z? — (o + @)z + a@,
nel caso di a complessa. Se « ¢ reale negativa, £ — « & a coefficienti positivi;
se a complessa a parte reale negativa, la somma « + @ € negativa. e dunque il
coefficiente — (a4 @) & positivo, come pure @, che ¢ una somma di quadrati. T
coefficienti dei fattori irriducibili di f(x) sono dunque tutti positivi, e dunque f,
come prodotto di fattori con coeflicienti positivi, & un polinomio i cui coefficienti
hanno tutti lo stesso segno, e cioe il segno del coefficiente principale. Abbiamo
il seguente teorema.

Teorema 3.6. Sia f un polinomio a coefficienti reali aventi tutti lo stesso segno.
Allora f € un polinomio di Hurwitz se e solo se i coefficienti di r(y) hanno tutti
lo stesso segno.

Dim. Se f & di Hurwitz, una radice ha la parte reale negativa, e lo stesso
accade per la semisomma di due radici. Allora per quanto visto sopra anche
r(y) & di Hurwitz, e i suoi coefficienti hanno tutti lo stesso segno. Viceversa, se
7(y) ha i coefficienti tutti dello stesso segno le radici reali sono necessariamente
negative. Ma queste radici reali sono semisomme di coppie di radici coniugate
di f(z), cioe sono le parti reali delle radici complesse di f(z). Dunque le radici
complesse di f(z) hanno parte reale negativa. &

Nota. Un polinomio di Hurwitz si dice anche stabile. Questa terminologia proviene
dalla teoria delle equazioni differenziali. Affinché un sistema fisico sia asintoticamente
stabile nell’intorno di un punto di equilibrio deve aversi lim;_,, e’ = 0, dove A &
una qualunque radice del polinomio di grado n associato all’equazione differenziale di
ordine n a coefficienti costanti che descrive il fenomeno fisico. Se A = a + if3, allora
eM = e*eift = eot(cos(ft) + isin(Bt)). 1l termine dominante & dunque e®t, e la
condizione che il limite sia 0 e equivalente alla condizione a < 0.

9. Quadrati di radici
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Un polinomio g(z) le cui radici sono i quadrati delle radici di f(x) &

9(z) = Ry(f(y),z — v).

Vediamo due applicazioni.
9a. Maggiorazione per il numero di radici reals

Per la regola dei segni di Cartesio il numero di radici reali positive di un
polinomio f(z) a coefficienti reali &€ minore o uguale al numero N di cambiamenti
di segno in f(z) (& uguale a N meno un numero pari). Ora, il quadrato di un
numero reale & positivo; dunque, il numero di radici reali di f(z) non puo
superare il numero delle radici positive di g(z).

Esempio. Sia f(z) = 2%+ 2% + 2% + 22 +3. Qui g(z) = 2° +22* + 523 + 322 —
2z — 9, e dunque N = 1. Se ne conclude che f(z) ha quattro radici complesse.

9b. Il metodo di Graeffe

Questo metodo si usa per calcolare radici approssimate di polinomi. L’os-
servazione fondamentale ¢ la seguente. Siano oy, o, ..., a, le radici di f(z), e
supponiamo che sia noto il valore di

sp=0of +ak+.. 4ok

per un certo k. Scriviamo s nella forma:

k k

(0% (87
sp=of(1+ =2+ + ).

aq aq

Sia ay la radice che in modulo & piu grande di tutte le altre. Allora, per un k
sufficientemente grande, le quantita ozi? /o sono trascurabili e dunque s, = o,
cioe:

1/k

lim s, = o;.
n— o0

Consideriamo ora la trasformazione 9; applicandola piu volte otteniamo un

. . . . . . m m m
polinomio di grado n = df le cui radici sono " ,a3",...,a2":

g(x) = Ry(f(z),z —y*").

Sia:
g((I;) = a(()m)xn + agm)xn—l 4t a%m);
ora,
agm) - om
~ e = 2
0 i=1
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Se le radici sono tutte distinte e |a1| > ||, ¢ = 1,2,...,n si ha, per m
sufficientemente grande,

_al ~ %m
(m) ™
ag
Analogamente:
a;m) om
“m) — Z(aiaj) )
ag i,
e se |ag| > |4, i =3,4,...,n,
(m)
a2 om
(m) ~ (0[10[2)
Gg
La divisione per oy 2" =~ —al(m)/ag(m) da:
(m) ~ -y,
1

e cosi via. Se f ha solo radici reali semplici, le formule viste valgono per m
sufficientemente grande. Il segno delle radici non & determinato, ma si puo
ottenere per sostituzione o con altri metodi. Tuttavia, se f ha coefficienti reali
e radici complesse allora queste radici sono a due a due coniugate e dunque
hanno a due a due lo stesso valore assoluto. Per esempio, tutte le radici di
f =z™ — 1 hanno modulo 1, e in questo caso il metodo non funziona.

Esempio.? Sia f = 23 — 622 + 11z — 6 (le radici sono 3, 2 e 1). Si ha:
R(f(y),z —y?) = 2° — 142> + 49z — 36.

Quim =1le+/14 = 3.741657 ..., 1/49/14 = 1.870828 ... e 1/36/49 = 0,857142. ..
che approssimano 3, 2 e 1, rispettivamente. Una migliore approssimazione si
ottiene al passo successivo, per m = 2:

R(f(y),z — y*) = 2° — 9822 + 1393z — 1296.

(Si osservi come il rapporto tra i due ultimi coefficienti sia gia prossimo a 1).
Ora, 98'/% = 3,146346..., (1393/98)"/* = 1,941696... e (1296/1393)'/* =
0,982117.... Gia per m = 4 si ha, fermandosi a sei decimali: 3,000285;
1,999811; 0,999999. Come si vede da questo esempio, il metodo converge ra-
pidamente (la convergenza & quadratica). Tuttavia, i coefficienti dei risultanti
corrispondenti diventano subito estremamente grandi (nel nostro esempio, per

3T calcoli sono stati eseguiti con il sistema Maxima.
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m = 3 vi sono coefficienti che hanno 13 cifre), per cui in pratica I'uso dei
risultanti non € molto utile per problemi come questo.

10. Ampliamenti algebrici

Sia f(z) il polinomio minimo di un elemento # su un campo K. Gli elementi
1,0,0%, ...,0" ! formano una base dello spazio vettoriale K(f) dei polinomi in
0 di grado < 0f su K. Sia a € K(); allora « & un polinomio in 6 di grado
alpitn —1,a =p(f) =co +c10 +... +c,_10" L. Come tutti gli elementi di
K(0), a & algebrico su K: gli elementi 1, , o2, ..., " sono in numero di n + 1,
e dunque sono dipendenti su K; una loro combinazione lineare ¢ allora uguale a
0, e i coefficienti di questa combinazione sono i coefficienti di un polinomio che
si annulla su «. Vediamo allora come trovare un polinomio che si annulla su a.
Consideriamo la moltiplicazione della base {0’} per «; questa moltiplicazione e
una trasformazione lineare dello spazio vettoriale K (6). Si ha:

l-a = cy+cif+-+ep 101
O-a = coq1+eciif+-+ep_110" 7,
0" o = copo1tein10+ -+ cp_1n10"

dopo riduzione mod f(z). Il seguente sistema di equazioni lineari omogenee:

(co—a)rg+crzy +- -+ cp1Tp 1 = 0,

co,1zo + (c1,1 — @)z + -+ + epo1,1Tn—1 = 0,

Con—120 + Clp—1Z1 + -+ (Cp—ip—1 —@)Tp—1 = 0,
ammette allora la soluzione non nulla 1,6, ...,6" ', Quindi il suo determinante
e zero. Questo determinante € un polinomio ¢ in «, di grado n a coefficienti
in K; scrivendolo come un polinomio in z si ha g(a) = 0, ed & dunque il

polinomio che cerchiamo. E’ il polinomio caratteristico della trasformazione
lineare indotta da « nel modo che abbiamo visto. (Si vede facilmente che
cambiando la base in K(0) il polinomio g(x) non cambia; si pud quindi parlare
di polinomio caratteristico dell’elemento «).

Vediamo ora come ottenere g(z) sotto forma di risultante. Poniamo o = vy,
0 =01, as =p(6a),...,an =p(B,), dove i 0;, i > 1 sono le altre radici di f(x)
nel suo campo di spezzamento®. Le «; sono radici dello stesso polinomio g(x),
come si puo vedere sostituendo nel sistema di sopra « con «; e 6 con il 6;
corrispondente. II polinomio [T}, (z — p(6;)) ha le radici «;, e dunque, a meno
di una costante, ¢ uguale a g. Dunque, a meno di una costante,

9(w) = Ry(f(y),r — p(y))-

4L esistenza di questo campo verra dimostrata nel Teorema 4.14.
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Esempio. Sia K = @, il campo razionale, e sia 8 = v/2 + /3. Il polinomio
f(z) = *—10224+1 ammette  come radice (come subito si vede da 6% = 5+2/6
e (02—5)% = 0* —106% + 25 = (2v/6)? = 24). Questo polinomio & irriducibile su
Q, per cui si tratta del polinomio minimo di 6. In termini di 6, v/2 = (83 —96)/2
(e v3 = (110 — 6®)/2). Con f(y) = y* — 10y* + 1 e p(y) = 5y° — 3y, si ha,
calcolando:

g9(x) = Ry(f(y), = — p(y)) = 16(z" — 42” + 4) = (4(2® - 2)).
Si ha effettivamente g(a) = g(v/2) = 0. 1l fatto che g(x) sia riducibile corri-
sponde al fatto che & = /2 non & un elemento primitivo dell’ampliamento, cioe
Q(v/2) non ¢ tutto Q() (in quanto, ad esempio, non ¢ possibile esprimere /3
come un polinomio in /2 a coefficienti in Q).

Nota bibliografica

[A], p. 242 e seguenti.
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Capitolo 4

Fattorizzazione di polinomi

4.1 1l metodo di Kronecker

In questo primo paragrafo consideriamo un classico metodo di fattorizzazione
di un polinomio a coefficienti interi, dovuto a Kronecker. Diciamo subito che
I'interesse del metodo non sta tanto nella sua applicabilitd pratica (gid per
polinomi di grado superiore o uguale al quinto esso ¢ molto poco efficiente),
quanto nella sua esistenza: esso fornisce infatti un algoritmo che in un numero
finito di passi permette di stabilire se un polinomio ¢ riducibile o meno, e in caso
affermativo fornisce la fattorizzazione in fattori irriducibili. In altri termini, esso
permette di affermare che il problema della fattorizzazione di un polinomio a
coefficienti interi € decidibile.

Cominciamo con il lemma di Gauss. Un polinomio a coefficienti interi si
dice primitivo se il MCD dei suoi coefficienti ¢ uguale a 1.

Lemma 4.1 (GAUsS) Il prodotto di due polinomi primitivi é primitivo.

Dim. Siano g e h primitivi, e supponiamo che il loro prodotto f non lo
sia. Esiste allora un primo p che divide tutti i coefficienti di f. Sia ag il primo
coefficiente di g e b; quello di h non divisi da p. Ora, il coefficiente di z** in
gh é:

Cs+t = Z aibj = (aobsit+arbrys—1+ - +as 1bey1)
i+j=s+t
+  (as+tbo + asit-1b1 + - + asp1bi1) + asby,

e p divide le due quantita in parentesi per via della minimalitd di s e . Per
ipotesi, p divide csy¢; ne segue che p divide ag o by, contro I'ipotesi.

Questo lemma, ci permette ora di dimostrare il seguente teorema, anch’esso
dovuto a Gauss.
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Teorema 4.2. Se un polinomio a coefficienti interi si spezza nel prodotto di
due polinomi a coefficienti razionali, allora esso si spezza anche nel prodotto di
due polinomi a coefficienti interi.

Dim. Sia f = gh con g e h a coefficienti razionali. Riduciamo i coefficienti
di g e h allo stesso denominatore e mettiamo in evidenza il MCD dei coefficienti
dei numeratori:

b c
f=afi, 9= —g1, h=—hy.
m n

Ne segue:
amn f1 = begihi,

con g; e hy primitivi. Il MCD dei coefficienti e, a sinistra, amn, e a destra be
in quanto g1 h1, per il lemma, & primitivo. Ne segue a = %, e dunque % e un
intero. Allora:

f = (ag1)ha,
dove agy e hy sono a coefficienti interi. <

Nota. La versione originale di Gauss del lemma suona cosi:

Siano g e h polinomi monici a coefficienti razionali. Se questi coefficienti non sono
tutti interi, allora i coefficienti di f = gh non possono essere tutti interi.

La versione moderna da noi data implica questa, come si vede facilmente (il vice-
versa € anche vero, ma non immediato). Ma quella di Gauss ha il vantaggio di prestarsi
ad una generalizzazione molto profonda:

Siano g e h polinomi monici a coefficienti numeri algebrici. Se questi coefficienti
non sono tutti interi algebrici, allora i coefficienti di f = gh mnon possono essere tutti
interi algebrici.

La versione moderna non ammette una tale generalizzazione perché non c’¢ una
nozione di MCD per numeri algebrici; esiste perd una sua formulazione, dovuta a
Dedekind, che si generalizza a numeri algebrici:

Siano g e h polinomi a coefficienti razionali. Se tutti i coefficienti di f = gh sono
interi, allora il prodotto di ogni coefficiente di g e ogni coefficiente di h € un intero.

La generalizzazione a numeri algebrici e il ”teorema di Praga” dello stesso Dedekind:

Siano g e h polinomi a coefficienti numeri algebrici. Se tutti i coefficienti di f = gh
sono interi algebrici, allora il prodotto di ogni coefficiente di g e ogni coefficiente di h
é un intero algebrico.

Se cerchiamo una fattorizzazione di un polinomio f a coefficienti interi, &
sufficiente, per il teorema, cercarne una f = gh con g e h a coefficienti interi.
Il metodo di Kronecker che ora illustriamo permette di determinare, se esiste,
una tale fattorizzazione, oppure di dimostrare che il polinomio e irriducibile.
Esso consiste in quanto segue. In una eventuale fattorizzazione f = gh, con
df = n, il grado di uno dei due fattori, diciamo g ¢ al piti [§] = m, e dunque
g € determinato quando se ne conoscano i valori su m + 1 punti distinti. Siano

Ty, T1,-..,Tm Numeri inters; avendosi:
fxi) = g(zi)h(z;),

92



4.1. 1l metodo di Kronecker

i valori possibili per g(x;) devono trovarsi tra i divisori del numero intero f(x;).
Si procede allora in questo modo:

Si calcolano gli f(z;),i=0,1,...,m.
Per ogni 4 si trovano i divisori di f(x;).
Per ogni (m + 1)—pla dy,dy, ..., d,, didivisori d; di f(z;) si pone g(z;) = d;.

Ciascuna di queste scelte da i valori di ¢ negli m + 1 punti z;.

AN

Il metodo di Lagrange permette ora di determinare univocamente un poli-
nomio g = g(z) = doLo(z) + diLi(z) + - - + dp L ().
6. Se questo polinomio non & a coefficienti interi, o lo € ma non divide f, lo si

scarta e si passa ad un’altra (m + 1)—pla di divisori.

7. Poiche f(z;) & un intero, esso ha solo un numero finito di divisori; vi sono
percio solo un numero finito di (m + 1)—ple e dunque di polinomi g.

8. Se nessun g cosi trovato divide f, il polinomio f € irriducibile su Z, e dunque,
per il Lemma di Gauss, anche su Q.

Come si vede, questo metodo riconduce la ricerca dei divisori di un polinomio
a quella dei divisori di numeri interi.

Esempio. Sia f(z) = z° + z — 1. Poiché uno degli eventuali fattori g(z) ha

grado al piu 2, prendiamo tre punti: o =0, x1 =1 e o = —1. Si ha:
f(O) = _]-7 g(O) = dO = ]-7 _]-7
f(l) = L, g(l) = dy = L, -1,
f(=1) = =3, g(-1) = dy=1,-1,3,-3,
e i polinomi di Lagrange per i punti 0, 1 e —1 sono:
w2+ z? —x
LO(]:) = _]72 + ]-7 Ll(x) = 92 ) LZ(:E) = 2 :
Il valore dy = —1 si puo scartare (basta cambiare g in —¢g). La terna dy = 1,

d1 =1 dy =1 fornisce g = 1. Restano allora 7 terne. A questo punto, prima di
procedere con altre terne di divisori, si puo prendere un T diverso da tutti gli
x;, e vedere per quali terne dy, dy,do il numero:

s = dng(f) + dlLl(f) + dng(f)

(che da il valore di g(%)) & un intero e divide f(%). Se questo non ¢ il caso, la
terna si scarta. Nel nostro caso sia T = 2; la precedente diventa:

s = —3do + 3dy + d.

Allora sono da prendere in considerazione solo quelle terne per le quali s &€ un
intero che divide f(2) = 33. Ad esempio, la terna 1,—1,1 fornisce s = —5, e
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

dunque si scarta. La terna 1,1,3 da s = 3. Con questi valori dei d; si trova
g = x> — z + 1, che divide effettivamente f:

Ptz —1= (> —z+1)(2* —2* +1).

Per vedere se questi fattori sono irriducibili, si continua il procedimento. Ad
esempio, con la terna 1,—1,3 si ha s = =3 e ¢ = —2x 4+ 1, che non divide f
perché f non ha la radice % Con la 1,1, -3 si trova ¢ = —z2 4+ z + 2, che non
¢ un fattore di f perche il suo termine noto non divide quello di f. In modo
analogo si scartano le terne restanti. Quella trovata ¢ dunque la fattorizzazione
di f in fattori irriducibili.

Oltre a considerare il valore di controllo T come fatto nell’esempio, vi sono
altri accorgimenti per semplificare i calcoli:

1. calcolare f(z;) per piu di m + 1 punti z; in modo da scegliere poi quelli tra
gli f(x;) che hanno il minor numero di divisori;

2. se ¢ & un intero, il polinomio g(z) — g(q) ha la radice ¢, e dunque ¢ divisibile
per © — g, e il quoziente & a coeflicienti interi. In particolare, per z = p,
g(p) — g(q) ¢ divisibile per p — q. Dunque, g(z;) — g(xy) € divisibile per x; — zy,
ovvero z; — zj divide d; —dj. Sipossono dunque eliminare i gruppi di divisori d;
per i quali questa condizione non & soddisfatta. (Questa osservazione ¢ dovuta
a Runge).

Come gia detto, questo metodo & poco efficiente. Metodi moderni, piu
efficienti, consistono nel fattorizzare il polinomio modulo un numero primo p e
poi “sollevare” questa fattorizzazione ad una sugli interi. E’ quanto vedremo
nei prossimi paragrafi. Vediamo intanto se & possibile scoprire se il polinomio &
irriducible.

4.2 Criteri di irriducibilita

Per vedere se un dato polinomio & irriducibile si puo utilizzare il “passaggio
modulo p”, che si basa sul fatto seguente. Se f € un polinomio primitivo, pren-
dendo i coefficienti modulo p si ottiene un polinomio f su Zp, € se p non divide
il coefficiente direttore di f, allora f e f hanno lo stesso grado. Se f si riduce
su Z, f = gh con g e h primitivi, allora f = gh. Dunque, se per un certo p si
trova che f ¢ irriducibile, allora f ¢ irriducibile sugli interi. Abbiamo cosi una
condizione necessaria per 'irriducibilita.

Esempio. Sia f = 22 + x4+ 1. Se f si riduce modulo qualche primo p allora si
riduce in due polinomi di primo grado, e dunque ha due radici nel campo Z,,.
Ma per p = 2 f non ha radici, e quindi e irriducibile mod 2, e dunque anche su
Z.
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Si puo poi provare con pilt numeri primi, e usare anche il fatto che Z, ¢ un
campo, e dunque la fattorizzazione in fattori irriducibili & unica.

Esempio. Sia f = z* + 322 4+ 322 — 5. Modulo 2 questo polinomio & z* + 23 +
z2 + 1, e ammette la radice 1. Dividendo per z — 1 si trova:

f=@+D(+z+1),

ed essendo i due fattori irriducibili, quella scritta e la fattorizzazione di f su
Zy. Se f si fattorizza su Z, cido non pud avvenire con un fattore irriducibile di
grado 2. Un tale fattore infatti, o resta irriducibile su Z», ma cio darebbe una
diversa fattorizzazione su Zs, oppure si decompone in due fattori lineari, che
mod 2 darebbero ancora un’altra fattorizzazione. La sola possibilita allora e
che su Z si abbia:

f = (az +b)q(x),
per cui f ha un fattore lineare, e percio una radice, modulo p per ogni p. Ma
perp=3&f=a'+1,e f(0)=1, f(1) =2e f(2) =2, e dunque non vi sono
radici in Z3. Ne segue che f ¢ irriducibile su Z.

Una. condizione sufficiente per I'irriducibilita di un polinomio, ¢ data dal
seguente teorema.

Teorema 4.3. (CRITERIO DI EISENSTEIN). Sia:

f=anz" + ap_12" 4+ + a1z + ag (4.1)
un polinomio a coefficienti interi. Se esiste un numero primo p tale che p fay,
pla; peri < n, e p? fag, allora f ¢ irriducibile su Z.

Dim. Sia f = gh su Z. Prendendo i coefficienti mod p si ha:
gh =a,z".

Poiche la fattorizzazione su Z, ¢ unica, i fattori irriducibili di g devono trovarsi
tra quelli di @,2", e dunque sono polinomi con termine noto 0. Lo stesso per
h. Dunque, se by, cy e ag sono i termini noti di g,k e f, rispettivamente, si ha
plbo, plco e dunque p?|bocy = ag, contro l'ipotesi.

Questo criterio puo applicarsi direttamente, ad esempio nel caso del polino-
mio f = z* 4+ 323 + 622 — 15, con p = 3, oppure dopo un’opportuna trasforma-
zione del polinomio, come mostra il seguente esempio.

Esempio. Sia f = z* + 1. Cosi com’s, il polinomio non si presenta nella
forma richiesta per Papplicabilitad del criterio. Ma osservando che se f(x) &
riducibile anche f(z + 1) lo &, sostituiamo z con z + 1, ottenendo:

fz+1)=(@+1)*+1=2*+42° + 62 + 42 + 2.
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Ora il criterio & applicabile con p = 2, e si conclude che f & irriducibile su Z.

Lemma 4.4. Se p é un numero primo, il coefficiente binomiale (2) e divisibile

perp se 0 <k < p.
py__ p
k El(p — k)

Dim. Si ha:
e se k # p, il denominatore non & divisibile per p.
Esempio. Sia, con p primo,

P —1

=P Pl L
z—1

f=

Anche qui sostituiamo = con z + 1:

z+1P-1 1 & (p
+1) -1 _E(Z% (k)xk_l)‘

Ora, il coefficiente binomiale (f) = Wik)! per 0 < k < p & divisibile per p

percheé p non divide il denominatore. Si ha allora:
1

dove i termini indicati con i puntini sono tutti divisibili per p. Possiamo allora
applicare il criterio e dedurre che il polinomio dato f & irriducibile su Z.

Nota. I polinomi dei due esempi precedenti sono esempi di polinomi cicloto-
mici (o della divisione del cerchio). Si tratta rispettivamente di ¢g(x) e ¢,(z).
Torneremo su questo in seguito.

I criterio di Eisenstein ammette la seguente generalizzazione (che diamo
senza dimostrazione): Sia f il polinomio (4.1); se esistono un primo p e un
intero i tale che (i,n) = 1 e p’' Ja,, p'lay per k < n, e p* Jag, allora f &
wrriducibile.

Esempio. f = z° + 42% + 822 + 8z + 4. Con p = 2 il criterio di Eisenstein non
e applicabile, ma quello generalizzato si, con ¢ = 2. Va notato che la condizione
che i sia primo col grado, (i,m) = 1, & necessaria. Il polinomio precedente con

z* invece di z® si riduce come (22 + 2z + 2)2.

Possiamo ora concludere in questo modo. Prima di applicare il metodo di
Kronecker, rischiando di scoprire che il polinomio ¢ irriducibile, si cerca con
i criteri visti o passando modulo uno o piu primi di sapere in anticipo se il
polinomio e irriducibile. Tuttavia, la ricerca di un primo per il quale il polinomio
sia irriducibile puo essere vana: esistono infatti polinomi che si spezzano modulo
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ogni numero primo ma che sono irriducibili sugli interi (ne vedremo degli esempi
nel prossimo paragrafo). Se questi o altri tentativi falliscono, si puo passare
all’applicazione del metodo di Kronecker. Questa era pitt o meno la situazione
ancora negli anni ‘60 di questo secolo. Da allora, metodi molto piu efficaci sono
a nostra disposizione come ora vedremo. Prima pero abbiamo bisogno di alcune
proprieta dei campi finiti e dei polinomi a coefficienti in questi campi.

4.3 Campi finiti e polinomi

Sia Zj, il campo delle classi resto mod p, Z, = {0,1,...,p — 1}, elementi che
scriveremo anche nella forma:

(rappresentazione bilanciata). In ogni campo, una uguaglianza a? = b? & possi-
bile solo se a = &b, come si vede dalla 0 = a? —b? = (a —b)(a+b) e dall’assenza
di divisori dello zero. Denotiamo con Z; l'insieme (il gruppo) degli elementi
non nulli di Z,. Per quanto appena visto, i quadrati degli elementi 0,1, ..., p_;l
sono tutti distinti, e sono uguali a quelli ottenuti quadrando i restanti elementi.

I seguenti corollari discendono da questo fatto.

Corollario 4.5. Sia p > 2. Allora esattamente la meta degli elementi di Z,
sono quadrati. {

Esempio. I quadrati di Z{5 sono 1,4, —4,3, -1, =3.

E’ chiaro che il prodotto di due quadrati € ancora un quadrato. Se Q@ =

{a1,a9,...,a,;} & l'insieme dei quadrati di Z,, € b & un non-quadrato, allora
Pinsieme Qb = {a1b,azb, ..., a,b} consta di elementi distinti ed & disgiunto da

(), in quanto se a;b = ay, allora b = a; La) sarebbe un quadrato. Dunque
Zy = QUQD. Se c e d sono non quadrati si ha allora ¢ = a;b e d = a;b, da cui
cd = a;bapb = a;arb?, prodotto di due quadrati, e dunque cd & un quadrato.

Corollario 4.6. In Z, il prodotto di due quadrati ¢ un quadrato, e il prodotto
di due non-quadrati ¢ un quadrato.

Corollario 4.7. Siano —1, a e —a tre elementi di Z;. Allora uno dei tre é un
quadrato.

Dim. Se —1 e a non sono quadrati, per il corollario precedente il loro
prodotto —1 - a = —a & un quadrato. {

Il Corollario 4.7 e particolarmente utile quando si vuole dimostrare che
esistono polinomi irriducibili sugli interi ma che si riducono modulo ogni numero
primo.
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Esempi. 1. Abbiamo visto con il criterio di Eisenstein che 2+ 1 & irriducibile
su Z. Dimostriamo ora che esso si riduce su Z, per ogni primo p.

i) Se —1 & un quadrato, —1 = a2, si ha:
' +1=20"—(-1) =2' - a? = (2° — a)(z® + ).
i) Se 2 & un quadrato, 2 = a’:
gt 1 = (22 +1)2 227 = (2% +1)? — (a%2?) = (2% + 1)? — (az)?
(22 +1 —az)(z? + 1 + ax).
ii7) Se —2 & un quadrato, —2 = a?:
1 = (22— 1)2 4222 = (2% - 1)? — (—22?) = (22 - 1)? — (az)?
= (22 -1-az)(z® — 1+ axz).

(Come si vede, la tecnica ¢ quella del completamento del quadrato). Cosi, per
p =75, —1 & un quadrato: —1 = 4 = 22; siamo allora nel caso i):

ot 1= (22 - 2)(z* +2).
Per p = 23, 2 = 52, e da i) si ha:
(2% — 5z + 1)(z? + 5z + 1).
Per p = 11, —2 = 32, e da iii) abbiamo:
o'+ 1= (2% - 3z —1)(2? + 3z — 1).

Nel caso ii), il discriminante dei due fattori & a® — 4, ciod —2. Dunque, se anche
—2 & un quadrato, —2 = b2, i due fattori hanno le radici (a £b)/2 e (—a £b)/2
(qui la divisione per 2 significa moltiplicazione per l'inverso di 2, che esiste
sempre se p > 2). Ne segue:

a+b a—b —a+b —a—0b
2l = (- )@ - )@ - — ) @ - =),

e dunque il polinomio si spezza in fattori lineari. Cio accade per esempio per
p =17, dove 2 = 62 e —2 = 7?; inoltre, I'inverso di 2 & 9. Si ha:

'+l = (- 6+7)-9@—(-1)-9z—-1-9)(z—(-6-7)-9)
= (z—117)(z +9)(z — 9)(z + 117)
= (x—=2)(z+9)(x —9)(z +2).
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2. Un altro polinomio irriducibile su Z che si spezza per ogni p & z* — 222 + 9:

i) se —1 = a2,

2t =202 49 = (22 -3)? +42” = (2% - 3)% — (—42?) = («® - 3)? — (2ax)?
= (2% —3 - 2az)(2? — 3+ 2ax).

Conp=>5siha -1=4=2%q=2:
ot — 222 + 9 = (22 — 3 — 4a) (2% — 3 + 4x).
i) Se 2 = a?,

2t =202 49 = (22 +3)? - 822 = (22 +3)? — 242
(22 +3)2 —(a-2-2)% = (2® 4+ 3 — 2az) (2% + 3 + 2ax).

Con p =17, 2 = 6%, a = 6 e dunque:
gt — 222 +9 = (22 + 3 — 122) (2 + 3 + 122).
iii) Se —2 = a?,

2t =202 49 = @2 -1)?+8=(2-1)%—(-2-4) = (2> -1)? - (2a)?
= (22 —1-2a)(z? — 1+ 2a).

Conp=11,-2=3%a=3e
zt =222 +9 = (2 — 7)(2? +5).

Nel caso i) il discriminante dei due fattori & a? +3 = —1 4+ 3 = 2. Dunque, se
anche 2 & un quadrato, 2 = b2, il polinomio si spezza in fattori lineari:

gt 2024+ 9=(r+a-b)(z+a+b)(z—a—b)(zr—a+b).

Cio si verifica ad esempio per p = 17, dove —1 = 42 ¢ 2 = 62. Allora con a = 4
e b =06 si ha:

gt — 222 + 9 = (z — 2)(z 4 10)(z — 10)(z + 2).

Un’analoga discussione si puo fare negli altri casi.

Il polinomio visto in quest’ultimo esempio ha le radici complesse 43 & v/2.
Piu in generale (risultato che non dimostriamo) se p1,p2,...,Pp—1 SONO i primi
n — 1 numeri primi, il polinomio le cui radici sono:

+i+V2EVIE- -t P
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¢ un polinomio di grado 2" irriducibile su Z ma che si spezza per ogni p. Tale
& ad esempio:
28 — 162° + 882t + 19222 + 144,

che ha le radici +i + /2 + /3.

3. Sia z* 4+ 1 che 2* — 222 4 9 sono casi particolari di:
f(z) =zt 4 az® + V°.

Dimostriamo che, qualunque siano a e b, questo polinomio si fattorizza per ogni
p. Se p = 2, allora a,b = 0,1, e il polinomio si spezza in (z? + azx + b)?. Se
p > 2, allora esiste s = § e f(z) = z* + 25z + b? si pud scrivere in tre modi:

(2% +5)? = (s° = b,
(> +b)? — (2b—2s)z?,
(22 = b)? — (=2b—2s)z°.

Se né 2b — 2s né —2b — 2s sono dei quadrati, il loro prodotto lo e, e vale

g c

4(s* = b*) = %, da cui s> —b* = & = (£)?. In ogni caso quindi f(z) & una
differenza di due quadrati.

Lemma 4.8. Siano a e b due interi. Allora:
(a+b)P =d” + b’ mod p (4.2)
e, per ogni m,
(a+b)P" =a?”" + " mod p. (4.3)
Piu in generale:

(a1 +as+-+a) =d +af +---+a} mod p.

p_ z P\ kip—k
(a+ ) Z L . (4.4)
k=0

Per k # 0,p il coefficiente binomiale (¥) & divisibile per p, per il Lemma 4.4, e
dunque ¢ 0 mod p. Per k = 0 abbiamo bP, e per k = p abbiamo aP. Se n = 1,
la (4.3) non e che la (4.2). Sen > 1,

n—1 n—1

(a+D)P" = ((a+ b)pn_l)p = (""" +V" )P =d”" 4" mod p,

dove la seconda equivalenza segue per induzione e la terza dalla (4.2). La (4.3)
si ottiene per induzione. <
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Nota. Questo lemma sussiste, con la stessa dimostrazione, per ogni anello
commutativo di caratteristica p.

Teorema 4.9. (PICCOLO TEOREMA DI FERMAT). Per ogni intero a e ogni
pPrimo p:

a’? = amod p, (4.5)
e piu in generale:
a?" = a mod p. (4.6)

Dim. Se a = 0 non c’¢ niente da dimostrare. Distinguiamo i due casi a > 0
ea<0.
i) a > 0. Per induzione su a. Dalla a = (a—1)+1 si ha, per il lemma precedente,

a’? = (a—1)P + 17,
Per induzione, (a — 1)’ = a — 1 mod p, e dunque:

a’?=a—1+4+1=amod p.

Se a < 0, —a > 0 e dunque, per quanto appena visto, (—a)? = —a mod p.
Se p =2 —a =amod 2; se p > 2, p e dispari, e dunque (—a)? = —(aP),
da cui —(a?) = (—a)? = —a mod p, dove 'ultima congruenza segue dal caso

precedente. La (4.6) si ottiene per induzione dalla (4.5). <
Corollario 4.10. Se a # 0 mod p, allora:

a? ! =1mod p.

Dim. Se a # 0 mod p, a ammette un inverso mod p. Moltiplicando i due
membri della (4.5) per questo inverso si ha il risultato. {

Corollario 4.11. Si ha:
2 —x=(x—-0)(x—1)---(x— (p—1)) mod p,
e pit in generale, per ogni polinomio f(x) a coefficienti interi:

f@)P = flx) = (f(2) = 0)(f(x) =1)--- (f(z) = (p = 1)) mod p.

Dim. Per il teorema di Fermat, ogni intero mod p ¢ radice di 2P — z, e
pertanto questo polinomio e divisibile per z — 4, ¢ € Z,. L’altra uguaglianza
segue subito dalla prima. <

Teorema 4.12. Siano K un campo e f un polinomio irriducibile a coefficienti in K.
Allora i polinomi su K di grado < Of formano un campo F rispetto alla somma usuale
e al prodotto modulo f.
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Dim. F & chiuso rispetto alle due operazioni dette. Per ’esistenza dell’inverso
di un polinomio g € F' si osservi che (f,g) = 1, essendo f irriducibile e 9g < 9f, e
dunque af + bg = 1, per certi polinomi a e b. Modulo f questa uguaglianza diventa
bg = 1mod f, per cui g ha come inverso b mod f. F & dunque un campo. Si osservi
che F contiene K come insieme dei polinomi di grado zero (costanti). ¢

Corollario 4.13. Siano K e f come nel teorema precedente. Allora esiste un amplia-
mento F di K che contiene una radice di f.

Dim. Sia F il campo ottenuto nel teorema precedente; poiche f(z) =0 mod f(x),
il polinomio p(z) = = & una radice di f. ¢

Teorema 4.14. Se f(x) ¢ un polinomio a coefficienti in K esiste un ampliamento di
K nel quale f(x) si spezza in fattori lineari.

Dim. Se 0f = 1, allora "ampliamento richiesto ¢ K stesso. Altrimenti, f(z) =
g(x)q(x) con g(z) irriducibile. Per il teorema precedente esiste F O K nel quale g
ha una radice, e sia «, e nel quale dunque g(z) = (z — a)h(z). Allora in F si ha
f(z) = (x —a)h(z)g(z), ed essendo il grado di h(x)q(z) uguale a Of — 1, per induzione
sul grado di f esiste un ampliamento di F' nel quale h(z)q(z), e dunque f, si spezza in
fattori lineari.

Il pitt piccolo campo K' contenente K e nel quale f si spezza in fattori lineari si
chiama campo di spezzamento di f. E’ il piu piccolo nel senso che f non si spezza in
fattori lineari in alcun sottocampo di K.

Teorema 4.15. L’insieme delle radici del polinomio zP" —z su Zp € un campo.

Dim. Intanto 0 e 1, sono radici, come pure, per il Teorema 4.9, tutti gli altri
elementi di Z,. Se poi « e f sono radici in un ampliamento di Z,, anche o+ 3
e af lo sono:

(@+B)" —(a+B) = o +p" —a-p
(@ —a)+ (8" ~B) =0+0=0

(Lemma 4.8), e:

(aB)" —ap = o B —ap
= af—apf=0.
Per l'inverso si ha:
(a_l)pn —a = (ozpn)_1 —al=alt—a =0,
e per I'opposto:
(—a)?" — (—a) = (-1)"" " +a=(-1)""a+aq

se p e dispari, 'ultima quantita € —a + o = 0 mentre se p = 2 si ha a + a =
200 =0. &
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L’insieme delle radici costituisce dunque esso stesso il campo di spezzamento
del polinomio zP" — z. (Nel Corollario 4.11 abbiamo visto che Zyp ¢ il campo di
spezzamento di zP — x). Questo campo ha dunque al pit p™ elementi; vedremo
tra un momento (Corollario 4.20) che ne ha esattamente p™.

Un campo finito ha un numero di elementi che & una potenza di un primo p. Infatti,
esso contiene intanto Z,, come insieme dei multipli dell’'unita; inoltre, € uno spazio
vettoriale su Z, di dimensione finita, diciamo m. I suoi elementi sono allora tutte le
combinazioni lineari degli elementi di una base, e sono dunque p™.

Se ¢ = p", denotiamo con F, un campo con ¢ elementi (vedremo che esso
e unico, a meno di isomorfismi). Continueremo tuttavia a denotare con Z, il
campo con p elementi.

Sia F' un campo finito. Esiste allora un elemento a € F* = F \ {0} tale
che ogni altro elemento di F* & una potenza di a. (In altre parole, il gruppo
moltiplicativo di un campo finito & ciclico). Un tale elemento si chiama elemento
primitivo di F. Se F ha ordine ¢, il numero degli elementi primitivi di F' &
©(q — 1), dove p & la funzione di Eulero.

Esistenza di un elemento primitivo in un campo finito F. Sia a € F*; non tutte le sue
potenze possono essere distinte per via della finitezza di F. Se a* = a* con h > k
allora a"* = 1, e dunque ¢’¢ un m minimo per cui a™ = 1; m & Uordine o(a) di a. E’
chiaro che se a* = 1 per un certo k, allora o(a) divide k.

Sia o(a) = h e o(b) = k, con (h,k) = 1; allora o(ab) = hk. Intanto, per la
commutativitd, (ab)"® = 1. Se o(ab) < hk allora o(ab)|hk e dunque o(ab) = h'k’, con
W|h e k'|k, e percid (h',k') = 1. Si ha (ab)"* = 1, e dunque a”*p"'* = 1, da cui
a’* = 1. Allora o(a) = h|h'k, ed essendo (h, k) = 1 deve aversi h|h', e percid h' = h.
Ragionando analogamente con hk' si ha il risultato.

Sia allora a un elemento di ordine massimo M. Facciamo vedere che ogni altro
b € F* ha un ordine che divide M. Se questo non ¢ il caso, esiste un primo r tale che
o(b) = rhu e M = rkv, dove (r,u) = (r,v) = 1 e h > k. Allora o(ark) =wveo(d*) =rh
ed essendo (r,v) = 1 elemento a™ bt ha per ordine il prodotto degli ordini vr”, che &
maggiore di M.

Le M potenze 1,a,a?,...,a™ =1 di a sono tutte distinte, e sono tutte radici di
z™ — 1 che dunque, avendo grado M, non pud averne altre. Ma b € F*, & radice di
questo polinomio in quanto o(b)|M per quanto appena visto, e dunque b™ = 1, cioe
bM — 1 =0. Ne segue che b & una delle potenze di a.

Se a € F* ha ordine m, allora a* ha anch’esso ordine m se e solo se (k,m) = 1. Se
ak ha ordine m, e d = (k,m) > 1, allora (a¥)% = (a4)™ = 1, contro la minimalita di
m. Viceversa, se (k,m) = 1 e (a¥)" = a*" = 1, allora m|kh, ed essendo (k,m) =1 si
ha m/|h, e dunque essendo m ’ordine massimo possibile per una potenza di a, &€ h = m.

Ne segue che gli elementi di F* di ordine massimo, sono in numero di ¢(q —1).

Polinomio minimo di un elemento. Se F' O K, e a € un elemento di F algebrico su K,
cioe radice di un polinomio a coefficienti in K, tra tutti i polinomi di cui « & radice sia
p(z) uno di grado minimo m. Intanto p(z) ¢ irriducibile, in quanto se p(z) = h(z)q(x),
con Oh < m e 0q < m, allora 0 = p(a) = h(a)g(a), e dunque h(a) = 0 o ¢(a) = 0;
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

in entrambi i casi « sarebbe radice di un polinomio di grado inferiore al grado di p(z).
Inoltre, p(z) divide tutti i polinomi di cui a & radice. Se infatti g(a) = 0, allora dalla
g(z) = p(z)q(x) + r(x), Or < m, si ha 0 = g(a) = p(a)g(a) + r(a) e r(a) =0, per cui,
per la minimalita di m abbiamo r(z) = 0. Dividendo ora i coefficienti di p(z) per il
coefficiente direttore possiamo supporre p(z) monico. Allora p(z) € unico, in quanto se
p1(x) & un altro polinomio di cui « & radice, di grado minimo m e monico, la differenza
p(z) — p1 (z) ammette ancora o come radice ed & di grado al pitt m — 1. Possiamo allora
parlare de il polinomio minimo di a.

I polinomi di un dato grado k su F, sono numero di (g — 1)¢* (¢ — 1 scelte per il
coefficiente direttore, che non deve essere 0 altrimenti il grado & minore di k, e ¢ scelte
per ciascuno degli altri k). I polinomi di grado < m (contando anche il polinomio
nullo) sono allora in numero di:

m—1 m—1
1+ (¢-1¢" = 1+g-1)Y " =1+@-D0+g+¢+ - +¢™")
par par
q" -
+ (g )q_1 +4q q

Sottocampi. 1l campo F,, ¢ = p", contiene uno e un solo sottocampo di ordine p? per
ogni divisore d di n. Infatti, sia |L| = p?, e dimostriamo che d|n. Ogni elemento di L
¢ radice del polinomio z? z, ma come elemento di F; & anche radice di zP" — x; ne
segue che 27" —z divide 27" —x;perles. 11, d|n. Viceversa, se d|n allora 27" —z divide
" —x = Haqu (z — ), e percid 2" — 2 ha p? radici in F,. Queste, per argomento
del Teorema 4.15, costituiscono un campo. Il sottocampo di ordine p? consta degli
elementi di F|, che sono radici di " — . Se Ly e Ly sono due sottocampi di F, di
ordini p" e p°, rispettivamente, allora L; N Ly| = p(7) . Infatti, per quanto appena
visto, L1 e Ly contengono il sottocampo L' di ordine p(™*) perché (r,s) divide r e s.
Viceversa, ogni sottocampo comune a L; e Ly ha ordine che divide r e s, e dunque
anche (r,s), ed & percio contenuto in L'.

Teorema 4.16. i) La corrispondenza ¢ : Fy — F, data da :

z — P

¢ un automorfismo (automorfismo di Frobenius) di ordine m, dove ¢ = p™.

i) I punti fissi della ¢ sono tutti e soli gli elementi di Z, C Fy.

Dim. i) In ogni campo, (zy)? = zPyP. Inoltre, per il Lemma 4.8, (z + y)P =
2P 4+ yP, e dunque la ¢ € un omomorfismo di campi, il cui nucleo & ridotto al
solo 0 in quanto #” = 0 implica z = 0. La ¢ ¢ dunque iniettiva, ed essendo Fj
finito, anche surgettiva. Inoltre, ¢™(z) = 2" = 27 = z, e dunque ¢™ = id,
e non pud essere ¢! = id con t < m perche altrimenti ' = z anche per un
elemento primitivo z, per cui 27'"1 =1 con pt—1<q—1.
i7) Un punto fisso a ¢ tale che o = a, e dunque & radice di z? — z. I p elementi
di Z, sono radici di questo polinomio, che avendo grado p non puo avere piu di
p radici. &
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4.3. Campi finiti e polinoms

Teorema 4.17. Un polinomio in x? su Fy ¢ la potenza p—esima di un polinomio
m T
f(a?) = g(z)?,
per un certo g(x). Se inoltre Fy = Z, allora g(z) = f(x).
Dim. Sia:

f(@P) = ao + ar12” + ag(2?)* + - - - + ay(aP)".

Per il Teorema 4.16 1), per ogni i si ha a; = b, per certi b;, e dunque, per il
Lemma 4.8:

fa?) = b+ (b1z)? + (ba®)P + -+ + (bpa")P
= (bo + b1z + boz® + - - + bz")?,

e con g(z) = by + bix + boz? + - -- + by si ha il risultato. Se F, = Z,, allora
per il piccolo teorema di Fermat b; = 0¥, e dunque b; = a; e g(z) = f(z). &

Teorema 4.18. Se su F, la derivata f'(z) di f(x) é zero, allora f(z) é un
polinomio in =P :

f(z) = h(zP) = g(2)", (4.7)

dove ['ultima uguaglianza seque dal teorema precedente. Viceversa, se vale la
(4.7), allora f'(z) = 0.

Dim. Sia f(z) = Yr_oarz”; allora f'(z) = Y7, kagz*~!, e se questo
polinomio & zero allora p divide tutti i coefficienti kag, e dunque play o p|k.
Se play, allora a; = 0 mod p, e quindi il monomio ayz* non & presente in
f(x). Ne segue che i monomi az* presenti sono, al pii, quelli per cui plk, cioe
quelli in cui z* & della forma 2P* = (2P)!. Allora f(z) & un polinomio in zP:
f(z) = ap + apa? + agy(zP)? + - + ayp(zP)! = h(zP), dove qualcuno degli ay,
puo essere zero. Ne segue, per il Teorema 4.17, che f(x) = g(z)P. Viceversa, se
vale questa uguaglianza, allora f'(z) = pg(z)? '¢'(z) = 0. &

Nota. f(x) & un polinomio in z di grado pt; posto y = zP si ha h(y) =
bo + biy + - -+ + by', con by, = ayy, per cui h(y) & di grado ¢.

Teorema 4.19. Sia f(x) un polinomio su un campo K, e sia p(x) un suo
fattore di molteplicita >t > 1. Allora p(z) & un fattore della derivata f'(z) di
molteplicita > t — 1. In particolare, f(zx) non ha fattori multipli se e solo se

(f (@), f/(x)) = 1.
Dim. Sia f(x) = p(z)tq(z), Op(z) > 1, t > 1. Allora:

fllz) = tpa) " (2)q(z) + p(z)'q (z)
= p(@)" (' (2)q(z) + p(z)d (z)),
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e dunque p'~!(z) & un polinomio di grado almeno 1 che divide sia f(z) che
f'(x). In questo caso allora (f(z), f'(x)) # 1. Viceversa, sia p(z) un polinomio
irriducibile non costante che divide sia f(z) che f'(z). Allora f(z) = p(z)q(zx)
da cui f'(z) = p(z)d'(z) + p'(z)q(x), e p(z), dividendo f'(z) deve dividere
anche il prodotto p'(z)q(z), ed essendo irriducibile uno dei due fattori. Se
q(z) = p(z)qi(x), si ha f(z) = p?(z)q1(x), e f(z) ha un fattore multiplo. Se
p(z) divide p'(z), allora p’(xz) = 0, il polinomio nullo, in quanto se non fosse
nullo avrebbe un grado d e si avrebbe d < dp(z), e percio non potrebbe essere
p(z)|p' (x). (Nel caso della caratteristica 0 questo caso non puo darsi in quanto
p(z) = az™ + --- con m > 0, e dunque p'(z) = maz™ ' 4+ --- # 0). Se la
caratteristica & p & possibile che p’(z) = 0, ma allora per il teorema precedente
p(z) & della forma g(z)?, per un certo g(x), e dunque non puo essere irriducibile.

¢
Un polinomio che non ha fattori multipli si dice privo di quadrati.

Corollario 4.20. Il campo di spezzamento di zP" — = su Zyp ha esattamente p"
elementi.

Dim. 11 polinomio & primo con la sua derivata p"z?" ! —1 = —1, e dunque
si spezza nel prodotto di fattori lineari distinti.

Corollario 4.21. Per ogni p e n, p primo, esiste un campo con p" elementi.

¢

Teorema 4.22. Per ogni p e n, p primo, esistono polinomi irriducibili su Z,
di grado n.

Dim. Sia ¢ un elemento primitivo del campo di spezzamento F di zP" — z.
Poiche a & radice di zP"~! — 1, il polinomio minimo p(z) di a su Z, ¢ di grado
m < p" — 1. Sappiamo che l'insieme dei polinomi su Z, di grado < m ¢
un campo Fi che ha p™ elementi. Consideriamo l'applicazione 9 : F; — F
che associa a f(z) € F; lelemento f(a) (f(a) &€ una combinazione lineare a
coefficienti in Z,, di potenze di a, e dunque sta in F'). E’ chiaro che si tratta
di un omomorfismo. Poiche df < m, se f(a) = 0 allora f & il polinomio nullo.
Dunque la 1 & iniettiva. Se b € F, allora b = a¥, per un certo k. Se k < m, allora
b proviene dal polinomio z* di F;. Se k > m, dividendo z* per p(z) otteniamo
zF = p(z)q(z) + r(z), con dr(x) < Op(x), e dunque r(x) € F;. Allora, essendo
p(a) =0, & a* = r(a), e b proviene da r(z). La ¢ & dunque anche surgettiva,
e percio & un isomorfismo. Allora p™ = |Fi| = |F| = p”, e percio m = n. 1l
polinomio p(x), che & irriducibile, ha dunque il grado n richiesto.

Corollario 4.23. Due campi finiti dello stesso ordine sono isomorfi.

Dim. Sia F finito, |F| = p". Se a & un elemento primitivo di F', allora, con
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44 Il polinomio ciclotomico

la stessa dimostrazione del Teorema 4.22, il polinomio minimo di ¢ ¢ di grado
n e F' ¢ isomorfo al campo dei polinomi su Z, di grado < n. $

Teorema 4.24. Il polinomio zP" — z su Zy € il prodotto di tutti i polinomi
monici irriducibili fq(z) su Z, di grado d che divide n:

" — = H fa(z). (4.8)
din

Dim. Sia d|n, n = dk. Il campo di spezzamento di fq ha p? elementi per
cui se « & una radice di fy allora o'l = 1, ovvero o =a. Ma

o = apdk :(apd)pd(kq)

d(k—1) d. . d(k—2)
o = (o )P =...
= a’

e dunque « & radice di 2" — z. Allora zP" — z & divisibile per tutti i fattori
z — o di fy, e dunque & divisibile per fy. Viceversa, se fy divide 2?" — z, una
radice di f; & anche radice di zP" — z, e dunque il campo di spezzamento F’ di
fq & un sottocampo di F, il campo di spezzamento di zP" — z. Allora F & uno
spazio vettoriale su F', e come tale ha (p?)* elementi, per un certo k. Ne segue
p" = |F| = (p?)*, e dunque n = dk, cio¢ d & un divisore di n. Infine " — z
non ha fattori multipli.$

Esempio. 2% —z. Qui p” =23, e dunque d = 1 0 3. I polinomi di primo grado

su Zy sono x e x + 1, quelli di grado 3 irriducibili sono 23 + 2 4+ 1 e 23 4+ z? + 1.

Si verifica facilmente che il prodotto di questi quattro polinomi & z® — z.

Corollario 4.25. Se I; ¢ il numero dei polinomi monici irriducibili di grado
d|n su Z, allora:

ph=> dl,. (4.9)
dn

Dim. Segue prendendo i gradi dei due membri della (4.8).

4.4 1l polinomio ciclotomico

Sia K un campo, di caratteristica zero o p > 0, e consideriamo il polinomio
2™ — 1 a coefficienti in K. Le sue radici sono le radici n—esime dell’unita di
K, che, se p non divide n sono tutte distinte. L’insieme di queste radici ¢ un
sottogruppo finito U del campo di spezzamento di 2™ — 1, di ordine n se p fn
(se p|n, sia n = pFr, p fr; allora 2" — 1 = (2" — l)pk, e il gruppo ha ordine ).
Per l’argomento del paragrafo precedente U € ciclico, generato da una radice
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primitiva n—esima « dell’unita, e queste radici primitive sono in numero di
©(n) (se p|n, radici primitive n—esime non ce ne sono). Il polinomio z™ — 1 si
spezza allora in fattori lineari:

n

" —1= H(:I?—O(i).

i=1
Raccogliendo le «; che sono primitive abbiamo il polinomio di grado ¢(n), che
denotiamo con ¢, (z):

k
(k,n)=1
Questo polinomio va sotto il nome di n—esimo polinomio ciclotomico. Se d
e un divisore di n, ad & una radice primitiva d—esima di 1. Definiamo allora
analogamente ¢4(x) come il prodotto dei fattori lineari corrispondenti alle radici
d—esime. Ne segue:

" —1= H wq(x). (4.10)
dln

Esempi. 1. Se K = @, il campo razionale, allora:
2t —1=(z—1)(z+1)(z—i)(z+1).
Le radici primitive quarte di 1 sono 7 e —¢; dunque:
pa(z) = (& —i)(z +1i) = a® + 1.

L’unica radice primitiva seconda di 1 & —1, e percio:

wo(x) =2+ 1,
e I'unica radice 1—esima ¢ 1, e dunque:
p1(z) =z — 1.
In generale, una radice primitiva n—esima dell’'unita su @ ¢ il numero com-
plesso e = cos(%ﬂ) +isin(%’r). Le altre sono i numeri e%k, perk=2...,m,

e quelle primitive si hanno per (k,n) = 1.

2. Se K = Z, e n = p—1 tutti gli elementi non nulli sono radici (p — 1) —esime
dell’unita (Corollario 4.11). Per p = 11, le radici primitive decime dell’unita
sono: 2, 8 =23, 7=27 e 6 =2 il tutto modulo 11, e dunque:

10

xm—l:H(ac—k),
k=1
o0(z) = (-2)(z-8)(z-T)(z—-6)=z'—z3+2°—z+1,
os(z) = (z—-4)(z-5)(z-9)(z-3)=z"+23+2>+2+1,
po(x) = z—-10=x+1,
p1(z) = z—-1
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3. Sia K = Fy il campo con 32 = 9 elementi; i suoi elementi si possono rappre-
sentare con i polinomi su Z3 di grado 0 o 1. Scelto un polinomio irriducibile di
secondo grado p(z) su Zs, il prodotto in Fy & il prodotto usuale seguito dalla
riduzione modulo p(z). Consideriamo ad esempio p(z) = x? + 1; allora tutti gli
elementi di Fy si ottengono come potenze di z + 1:

T+ =x"+14+2r =2z, (x+ =2z+1, (z+ =2,..., (z+ =1,
1)2 24142 2 )3 =2z+1 1)4 1)8

dove le congruenze sono mod z? 4+ 1. Dunque z + 1 & un elemento primitivo il
cui polinomio minimo & z? 4+ z + 2; gli altri sono 2z + 1,2z + 2 e = + 2. Allora:

ps(y) = (y—o—1)(y—20-1)(y—20-2)(y—z-2) = y' + (" + 1)y’ +a" +a’ +1,
che modulo 2 + 1 & y* + 1.

Nota. Se K & un ampliamento di un campo F' di dimensione finita, il teorema dell’e-
lemento primitivo afferma che esiste un elemento « in K tale che K = F(«a), cioeé tale
che gli elementi di K sono tutti funzioni razionali di & a coefficienti in F. L’elemento
a si dice primitivo. Se K € un campo finito, abbiamo definito ’primitivo’ un elemento
a € K che genera il gruppo moltiplicativo di K; a e dunque anche primitivo nel nuovo
senso perché le potenze di « sono funzioni razionali di a. Il viceversa non & vero: nell’e-
sempio 3. qui sopra, il polinomio f(z) = z & primitivo nel nuovo senso (ogni elemento
di Fy & un polinomio in z, e dunque una funzione razionale di ) ma non ogni elemento
di Fye una potenza di z (le potenze di x sono x, —1, —x,1, e costituiscono un gruppo
ciclico di ordine 4).

Consideriamo ora il caso del campo ) dei razionali.
Teorema 4.26. Il polinomio ciclotomico ¢, (z) su Q ¢ a coefficienti interi.

Dim. Induzione su n. Se n =1, p1(z) = z — 1, che & a coefficienti interi.
Supponiamo il teorema vero per ¢, (x), per m < n. Dalla (4.10) abbiamo:

" =1 = 1] pa(@) - on(2).

dln
d<n

I pq(z) per d < n sono, per induzione, a coeflicienti interi, e dunque il loro

prodotto lo &; inoltre poiche i coefficienti direttori dei p4(z) sono tutti 1, anche

quello del prodotto lo &. Ne segue che il quoziente di 2™ —1 per questo prodotto

¢ a coefficienti interi. Ma questo quoziente & proprio o, (x). &

Nota. In un campo a caratteristica p > 0, questo teorema ¢ ancora vero quando si
considerino interi gli elementi del campo base Zj, cioe i multipli di 1. In particolare,
la fattorizzazione (4.10) sussiste anche per ogni campo finito.

La (4.10) si puo considerare come una formula che permette di calcolare in
modo ricorsivo i polinomi ¢, (z). Noti infatti i @4(z) con djn e d < n, p,(x)
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si ottiene come quoziente tra 2™ — 1 e il prodotto dei ¢4(x). Abbiamo cosi:
v1(z) =z — 1, e, per n = p, primo:
P —1

op(w) = —— =Py P24t L

Diamo qualche altra espressione di @, (z):

4
- —1 9
xT = T =T +13
#a() - Dz +1)
6
> —1 9
r) = =x"—z+1,
#6() - )@+ 1)@ +tz+1)
ps(r) = a'+1,
p9lx) = (L‘6+£E3+1,

T —x3+x2—x+1,

= x4—x2+1.

)
)
) 4
)

8

Teorema 4.27. [l polinomio ciclotomico py(x) é irriducibile su Q.

Dim. Dimostriamo che il polinomio ciclotomico ¢ il polinomio minimo di
una radice primitiva n—esima dell’unita w (e dunque & irriducibile). Sia f(x)
il polinomio minimo di w; f(x) & monico, e divide @, (z): ¢n(z) = f(z)h(x).
Facciamo vedere che tutte le radici primitive n—esime dell’unita sono radici di
f(z); allora sard Of (z) > ¢(n), e dunque f(z) = ¢p(z). Per il lemma di Gauss,
f(z) e h(z) sono a coefficienti interi. Sia p un primo, p fn. Se wP non & radice
di f(z) deve esserlo di h(z): h(wP) =0, e dunque w ¢ radice di h(zP). Dunque
h(zP) = f(z)g(z) per un certo g(x), anch’esso a coefficienti interi. Passando
modulo p abbiamo (Teorema 4.17):

h(z)? = h(z?) = f(x)g(x) mod p.

Se fi(z) & un fattore irriducibile di f(z) in Z,(z), allora fi(z) divide h(z) mod
p e dunque, sempre mod p, " — 1 = f(z)h(z))k(z) = f(z)hi(x) per un certo
hi(z). Ma allora £™ — 1 ha un fattore multiplo, il che & assurdo perche la sua
derivata & nz" !, che & diversa da zero in quanto p fn e dunque 2" — 1 & primo
con la propria derivata. Ne segue che w? & radice di f(z). Una radice primitiva
¢ della forma w", con (r,n) = 1, e dunque r & prodotto di primi p che non
dividono n. Si puo allora ripetere il ragionamento per ciascuno di questi primi.

¢

Nota. Questo teorema si puo dimostrare facendo uso del teorema di Dirichlet secondo il
quale se e n sono due interi relativamente primi nella successione r +kn, k =1,2,...
compaiono infiniti numeri primi. Facciamo vedere che se w & una radice primitiva
n—esima dell’unita, ogni altra radice primitiva ¢ radice di ogni polinomio a coefficienti
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razionali (interi) di cui & radice w. Per ogni primo p della progressione si ha w? =
w' k= " - wk" = w". Se ora f(x) & un polinomio che ammette w come radice,
da f(w) = 0siha 0= f(w)? = f(wP) = f(w") mod p. Il numero f(w") & dunque
divisibile per infiniti primi, e percio & zero, cioe w” & radice di f(z). Poiché, essendo
(r,n) = 1, w" & primitiva, abbiamo quanto richiesto. Se ora f(x) ¢ il polinomio minimo
irriducibile su Q che ammette la radice w esso divide @, (z); dunque ammette tutte le
radici di ®,,(z) e percié lo uguaglia. Sia p = r + kn per un certo k. Intanto, essendo
w" = 1, si ha w? = w™t*" = w" -wk" = w"; inoltre, con f(z) come nella dimostrazione
precedente abbiamo, per Fermat, f(w)? = f(w?) mod p. Ne segue:

0=f(w)’ = f(w”) = f(w") mod p,

e cio vale per tutti i p della successione detta. In altri termini, il numero f(w") &
zero mod p per infiniti primi p, € cioe divisibile per infiniti primi, e dunque & zero:
f(w™) = 0. Ma w" & primitiva, e dunque il polinomio f(z) ha come radici tutte le
radici primitive dell’unita e dunque ha lo stesso grado di ¢, (z), e percio lo eguaglia.

11 polinomio ciclotomico si pud pero spezzare su un campo finito. Abbiamo
visto che pg(r) = z* + 1 si spezza su Z, addirittura per ogni p. Sussiste a
tale proposito il seguente teorema generale (che non dimostriamo): se p fn, e
q = p", il polinomio @, (z) si spezza nel prodotto di p(n)/m fattori irriducibili
di grado m, dove m ¢ l'ordine di ¢ mod n. Concludiamo questo paragrafo
osservando che, prendendo i gradi dei due membri della (4.10) otteniamo:

n= Z(p(d). (4.11)
dln

Cio6 si puo anche vedere dal fatto che le radici n—esime dell’unita, che sono in
numero di n, si ripartiscono in radici primitive d—esime, per ogni d che divide
n. (Si veda anche la discussione che precede il Teorema 4.22).

Come nel caso dei polinomi ciclotomici, la (4.11) si puo considerare come
una formula che permette di calcolare ¢(n) in modo ricorsivo. Conoscendo
infatti ¢(d) per djn e d < n possiamo calcolare ¢(n) come:

p(n) =n—">_ o(d).

d|n
d<n

Esempio. n = 15. Allora per la (4.11):
15 = (1) + o(3) + ¢(5) + ¢(15) =1 +2 + 4 + ¢(15),

e dunque ¢(15) = 15 — 7 = 8. I numeri minori di 15 e primi con 15 sono in
effetti gli otto interi 1,2,4,7,8,11,13 e 14.
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

4.5 Massimo comun divisore modulare

Nel calcolo del MCD d di due polinomi f e g a coefficienti interi pud ben
accadere che d abbia coefficienti che sono piu grandi in modulo di quellidi f o
g, come mostra il seguente esempio':

f = 23+ —z—-1=(x+1)>*xz—-1),
g = '+ +r+1=(+1)%2*—z-1),
d = z*+2r+1=(z+1)%

Cosi, per due polinomi con MCD uguale a 1, il calcolo con I’algoritmo di Euclide
da per risultato un intero, che pero puo essere molto pili grande di 1. E cio
complica inutilmente il procedimento. Tutto cid non accade se si prendono i
coefficienti modulo un numero primo p, perche allora i numeri che intervengono
sono limitati da p — 1 (o da (p — 1)/2, se si opera con la rappresentazione
bilanciata). Puo tuttavia accadere che il MCD mod p non sia uguale a quello
sugli interi. In questo paragrafo ci proponiamo di discutere brevemente questo
problema.

Siano f e g due polinomi a coefficienti interi, p un numero primo e siano f, e
gp i polinomi ottenuti prendendo i coefficienti modulo p. Vediamo che relazione
c’e tra i due massimi comun divisori:

(fs9)p e (fp) 9p)-

Si tratta in generale di due polinomi distinti. Ad esempio, se f = z+ 1 e
g =x—1siha(f,g) =1 in Z[z] e dunque anche (f,g)2 = 1, mentre i due
polinomi sono uguali in Zs[x] e percio (f2,g2) = = + 1. In generale, per i gradi
dei due MCD si ha:

Teorema 4.28. 0(fp,g9p) > 9((f,9)p)-

Dim. Sia f = (f,9)q,9 = (f,9)d, da cui f, = (f,9)pqp © 9p = (f,9)pa,- Ne
segue che (f,g), divide sia f, che g,, e dunque anche (fp,gp), da cui la tesi.

Se p non divide i coefficienti direttori di f e g, allora 9((f,g),) = 0(f,9) e
dunque, per il teorema appena visto 9(fp,g,) > 0(f,g). Cosi se f, e g, sono
primi tra loro, cioeé 9(fp, gp) = 0, lo stesso accade per f e g in Z[z].

Il teorema che segue mostra che la disuguaglianza 9(fp, gp) > 9((f,9)p) puo
aver luogo solo per un numero finito di primi p.

Teorema 4.29. Sia d = (f,g). Se p non divide entrambi i coefficienti direttori
di f e g e non divide il risultante R(f/d,g/d), allora:

3(fp,gp) = J((f, Q)p) =9(f,9)-

'Dovuto a Davenport e Trager, e citato in [DST], p. 131.
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4.6. Forma priva di quadrati di un polinomio

Dim. Sia f =dq, g = dq'. Allora f, = dpqy e gp = dpq,; inoltre,

(fpagp) = (dpradpQ;)):dp(Qpaq;))
o 9oy _ o fy 9
B ) = bl (D)

(in quanto fp/dp = g, = (f/d)p). Si ha allora che (fp,gp) # dp se e solo se il
massimo comun divisore ((f/d),, (g9/d),) non & costante, e dunque se e solo se

R G =0

Ma questo risultante & uguale a R((f/d),(g/d)), (il risultante non & che un

determinante, e questo & una somma di prodotti dei propri coefficienti). Dunque
R =0 se e solo se p divide R((f/d), (g/d)). <&

Poiche f/d e g/d sono primi tra loro, R(f/d, g/d) & diverso da zero, e dunque
ha un numero finito di divisori. La disuguaglianza 90(fp,g,) > 90((f,9)p) puo
dunque aver luogo solo per un numero finito di primi p, e cioe quelli che dividono

R(f/d,g/d).

4.6 Forma priva di quadrati di un polinomio

Sia v = u(z) un polinomio di grado n > 0, e sia u; il prodotto di tutti i fattori
di molteplicita ¢ di u, i = 1,2,...,n (se per qualche 7 non vi sono fattori di
questo tipo porremo u; = 1). Si ha allora:

U= uyusuy - - ul, (4.12)
dove r & la molteplicitd massima per un fattore di u (e dunque v, = ... =
u, = 1). La (4.12) si chiama forma priva di quadrati di u; si osservi che il
polinomio ujugug - - - u, (ed & questo che propriamente ¢ privo di quadrati) ha
le stesse radici di w4 ma semplici. Descriviamo ora un algoritmo che ci permette
di determinare il numero 7 e i polinomi ;. Supponiamo per il momento che la
caratteristica del campo sia 0. Per u nella forma (4.12) abbiamo:

u' = ujud - ul 4 2ubugugud - ul 4 rubugud o ul T Tul T

r—1

! 2
d= (u,u') =ugug---u, ~, = = UlUgus - - Up,

ISHES

/
d

! ! .- ~

!
+ rTu,u1U2U3 - - - Ur—1
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

ul !/ !/ ! ~

/
+ UpUU2UZ - - - Up—1,

(Papice denota derivazione e 4; significa che il termine u; manca). Moltiplicando
I’'ultima uguaglianza per ¢ e sottraendo dalla penultima abbiamo:

——i(=) = (1 —i)ujugug - -u;---u,

- !
+ (2—d)uguiug---uiocup - (4.13)
/ !

+ e (r—d)ulugug - up U

Se ora un polinomio irriducibile p(z) divide u/d, allora divide uno degli uy,
e uno solo perche (ug,uj) =1se k # j. Se k # i, allora p(z) divide tutti gli
addendi della somma (4.13) meno I'addendo (k—?)ujuius - - - U - - - 4y, € dunque
non puo dividere la somma. I soli polinomi irriducibili che dividono u/d e (4.13)
sono quelli che dividono w;, e poiche w; divide u/d e (4.13) si tratta del loro
massimo comun divisore:

u u . u

(E’ ad Z(d)l)'

u; =

Abbiamo allora il seguente algoritmo per determinare gli u;:

input: u, n = Ju,

!
d:(u,u'), v:gw: (5) ,2:%,
per i : 1 a n fare:
(u; : (v, 2 —iw)),
output: ui,ug,...,Up.

Il numero dei fattori multipli di ordine massimo & dato dall’intero r per il
quale u, #leu;,=1peri=r+1,...,n

Esempio. Sia u = z* + 223 — 2z — 1. Allora:

!
d:(u,u'):(:ﬂ—l—l)z,%:xZ—l,%:4$—2, (%)':2:1:.
Ne segue:
w = (2*—1,4z—-2—-1-22)= (2> - 1,2(z — 1)) =z — 1,
uy = (2 — 1,4z —2-2-2z) = (2> - 1,-2) =1,
ug = (2> — 1,4z —2-3-2z) = (2> —1,-2(z + 1)) =z + 1,
uy = (2?—1,42—2—-4-2z) = (2> - 1,-2(2z - 1)) =1,
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e dunque:
uw=(x—1)-1-(z+1)>.

Nota. Poiche u puo avere piu fattori con la stessa molteplicita gli u; sono in
generale riducibili, e dunque la (4.12) non ¢ in generale lo spezzamento in fattori
irriducibili. Lo ¢ se e solo se gli u; sono irriducibili.

Se la caratteristica del campo & p > 0 I'algoritmo ora visto puo non fun-
zionare. Ad esempio, con u = 2P + 1 sihav' =0,d =u,v =l,w =2=0¢
Palgoritmo fornisce u; = 1 per ogni 7, mentre essendo z” + 1 = (z + 1)? si ha
r=pe

2P+1=1-1---1-(z+1).

La cosa si puo allora affrontare come segue. Sappiamo che se ' = 0 allora
u = gP per un certo g. Si puo allora applicare ’algoritmo a g e poi elevare gli
u; che si ottengono alla p. (Se anche g’ = 0, si procede per g come per u). Nel
caso di u = zP + 1 si ha u = ¢g” con g = x + 1. L’algoritmo fornisce ovviamente
I'unico fattore z + 1 che elevato alla p da la decomposizione di sopra.

Se non interessa raccogliere i fattori con la stessa molteplicita, ma si vuole
semplicemente una. fattorizzazione in fattori privi di quadrati si puo procedere
in questo modo:

1. Se (u,u’) =1, u & privo di quadrati.

2. Sia d = (u,u') con dd > 0.

2a. Se d = u, allora v/ = 0 e siamo in caratteristica p. Dunque v = g”. Si
ricomincia allora con g al posto di u.

2b. Se d # u, d & un fattore non banale di u, e u/d non ha fattori multipli.
Allora:

u=d- 7
e se d ha fattori multipli si procede come sopra con d al posto di u. Ci si riduce
cosi a
U = V102 - Vs,

con i v; privi di quadrati.

Per il polinomio dell’esempio precedente, questo metodo fornisce la fatto-
rizzazione u = vy - vy - v3 = (z + 1)(z + 1)(2% — 1).

Osserviamo infine che per un polinomio a coefficienti interi e privo di qua-
drati si ha, dal Teorema 4.19, che il risultante R(f, f') & diverso da zero, e anzi
questa condizione & anche sufficiente. Lo stesso polinomio puo perd non essere
pill privo di quadrati se preso modulo un certo primo p (ad esempio, 2 + 1 &
privo di quadrati sugli interi ma non lo & modulo 2, dove ¢ uguale a (z + 1)?).
Perche resti privo di quadrati il risultante R(f, f') sugli interi deve restare di-
verso da zero quando viene preso mod p, e cioé non deve essere divisibile per p.
(Nel caso dell’esempio il risultante & 4).
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

Il risultato di questo paragrafo ci permette, quando vogliamo fattorizzare
un polinomio, di limitarci al caso di un polinomio privo di quadrati.

Esercizi
1. Dimostrare che i polinomi
zt +2(1 —a)z? + (1 +a)?,
dove a # 1,—1 & un intero privo di quadrati, sono irriducibili sugli interi ma si

spezzano mod p per ogni p.

2. Dimostrare che i polinomi

(22 + 2+ 1)(2% —a)
con a intero che non & un cubo, hanno un fattore lineare mod p per ogni p, ma
non ne hanno sugli interi.

3. Sia K un campo a caratteristica 0 e sia

n

f=1l -

i=1
la sua fattorizzazione in un ampliamento K’ O K. Dimostrare che:
n

(f, f,) = H(ZB - ai)ki_l'

=1

4. Dimostrare che il numero dei polinomi irriducibili monici di secondo grado
su Fy e q(g —1)/2.

5. Sia p > 2. Dimostrare che —1 ¢ un quadrato mod p se e solo se p = 1 mod
4.

6. Usare il Corollario 4.11 per dimostrare il Teorema di Wilson:
(p—1!'=—-1mod p.

7. Dimostrare che 2 & un elemento primitivo di Z;3. (Si sa che se p = 4¢ + 1
con ¢ primo, allora 2 & primitivo in Zy).

8. Dimostrare che 10 & primitivo in Zi7.

9. Siano n,m e t interi. Dimostrare che:
(" —1,6™ —1) =™ — 1,
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4.7. La funzione di Mdébius

(Sugg.: osservare che (" — 1) — " ™™ — 1) = t" ™ — 1, e procedere per
induzione sul massimo tra n e m, ricordando che per ogni terna di interi h,k e

s siha (h,k) = (h, k — hs)).

10. Dimostrare che:
a) 2" —1 e 2™ — 1 sono primi tra loro se e solo se n e m lo sono.
b) 2" = 2™ mod 2¥ — 1 se e solo se n = m mod k.

11. Dimostrare che:

(2P —z, 2P —z) = 27" g

12. Dimostrare che:

k
o =n > M T -2 =TI -
i=1

d|n pln
p distinti

hi, h h
se n = p11p22 . .pkk.
13. Dimostrare che @i2(z) si spezza su Z, per ogni p.

14. Dimostrare che per un polinomio u = u(z) di grado n, i polinomi ¢; dati
ricorsivamente da:

q = u,
dk+1 = (Qka Q;c)a
k=1,2,...,n—1, forniscono la forma priva di quadrati di « quando si ponga:
_ 9i%i+2
T — T 9o )
i1
t=1,2,...,7r—1, dove r ¢ il pil1 piccolo intero tale che ¢,4+1 = 1.

15. Sia f = #?+ax+b un polinomio di secondo grado. Dimostrare che per ogni
n > 2 esiste ed & unico un polinomio della forma z” + cx + d che lo ammette
come fattore. Generalizzare al caso in cui f € di grado m.

16. Dimostrare che per p primo si ha P — z = 0 mod 2p.

4.7 La funzione di Mobius

Le formule (4.11), (4.8) e (4.9) esprimono, la prima il numero intero n in termini
della funzione di Eulero ¢(d) dei suoi divisori d, la seconda il polinomio zP" —
come prodotto di tutti i polinomi irriducibili fz(x) di grado d che divide n, e
la terza il grado p” in termini del numero I; di questi polinomi. Ci poniamo
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

ora il problema di “invertire” queste formule, e altre dello stesso tipo, cioe di
determinare p(d), f4(z) e I; a partire dai primi membri.

Nei casi ora menzionati interviene la relazione di divisibilita tra naturali,
che & una relazione di ordine parziale, cioe riflessiva, antisimmetrica e transitiva.
Consideriamo allora il caso piu generale di un qualunque insieme parzialmente
ordinato P, con relazione d’ordine che indicheremo con “<” (P pud essere
I'insieme dei reali rispetto all’ordine usuale, ’insieme delle parti di un insieme
rispetto all’inclusione, ecc.). Se z,y € P, il segmento di estremi z e y & I'insieme
degli elementi a € P tali che x < a < y; P € localmente finito se ogni segmento €
un insieme finito. Ad esempio, I'insieme N dei naturali ordinato con la divisione
e localmente finito percheé ogni intero ha un numero finito di divisori. Inoltre
N ha un primo elemento, e cio¢ 1, per cui il segmento 1 < a < y & l'insieme
{a € Nla <y}.

Sia ora F' un campo, P localmente finito, e consideriamo l'insieme delle
funzioni f da P x P a valori in F e tali che f(z,y) = 0 se 2 £ y. La somma tra
due tali funzioni e il prodotto per uno scalare si definiscono in modo ovvio, per
cui queste funzioni costituiscono uno spazio vettoriale su F'. Il prodotto f x g
di due funzioni si definisce come

(f*g)($7y) = Z f(x,u)g(u,y),

r<u<y

(la somma ha senso percheé P & localmente finito). Siamo cosi in presenza di
un’algebra, I’algebra d’incidenza A(P) di P. Tra le funzioni dette c’e la funzione
0 di Kronecker:

)1, sex=uy;
oz y) = { 0, altrimenti.

Sia f una qualunque altra funzione; allora:

(f*0)(@,y) = > flz,u)d(u,y),

r<u<y

ed essendo d(u,y) = 0 se u # y resta solo il termine f(z,u) con u = y, cioe
f(z,y). Dunque f* 0 = f, cioe d & I’ elemento unita di quest’algebra. Se una
f ammette un’inversa g, deve essere:

> flzu)glu,y) = d(z,y); (4.14)

z<u<y
in particolare, f(x,z)g(z,z) = 1, e dunque f(z,z) # 0. Questa condizione

¢ anche sufficiente. Infatti, definiamo ¢ per induzione sulla cardinalita del
segmento < u < y. Se esso ha cardinalita 1 (¢ formato dal solo ) poniamo

118



4.7. La funzione di Mdébius

g(xz,z) = 1/f(z,z). Supponiamo la g definita per segmenti di cardinalita n, e
sia il segmento z < u < y di cardinalitd n 4+ 1; poniamo allora

LS fawg(uy),

g(I,y) - _f(x,IL“) r<u<y

(che ha senso in quanto il segmento u < z < y ha cardinalita al pitt n e quindi
la g & ivi definita). Abbiamo dunque dimostrato che condizione necessaria e
sufficiente affinché una f sia invertibile é che si abbia f(z,x) # 0 per ogni
z€P.

Consideriamo ora la funzione zeta, cosi definita:

_ )1, sex<uy;
C(z,y) = { 0, altrimenti.
Poicheé ((z,z) = 1 # 0 questa funzione ha un’inversa, che prende il nome

di funzione di Mdbius, e si denota con p. Essa si determina per induzione,
esattamente come visto sopra, a partire da p(z,z) = 1. Inoltre, essendo

Z C(w,u)u(u,y) = (5((1),y),

z<u<y

si ha, per z = y, C(ﬁU,QU)M(fEafE) = (5(:5,:5) =1 /J,(ZE,ZE) =1, e per z # y,
((z,u) =1 e dunque 3>, <, pu(u,y) = 0. La funzione di Mobius & dunque
caratterizzata dalle proprieta:

pla, z) =1,
e una delle seguenti:

ngugy M(ua y) = 03
ngugy M(xau) =0, (415)
:U‘(xa y) == Em<u§y :U‘(ua y)a
M(xa y) = Ew§u<y M(xa U)
(x < y significa x < y e z # y). Facciamo ora vedere che nel caso dei naturali
la p & la funzione definita come segue:

1, se £ =1;
p(z,y) =< (=1)F, se L =pipy---p; primi distinti;
0, altrimenti.

La p ¢ allora una funzione della sola variabile y/z; la denoteremo con f. Si ha
p(z,x) = 1 e dunque la prima condizione di sopra € soddisfatta. Se poi x|y,

hi, h h
T #yey/r=p'py”---p.r, allora:

> wleu) = Y A=) =Y wh)

|uly Hels 1Al 3
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gli h che dividono y/z e per i quali 7(h) # 0 sono prodotti di primi distinti tra
quelli che dividono y/x; sono dunque i p;, i prodotti p;pj, pipjps, ecc. I primi
sono in numero di k, e su questi la i vale —1, i secondi in numero di (g), e la
& vale 1, ecc. In definitiva la somma precedente vale:

k
> (-1) <k> =0
=0 J

(si ricordi la formula del binomio (z + y)* = ?:0 (]?):L“jyk_j e si ponga r =
—ley =1). La pu(zr,y) soddisfa dunque la seconda delle (4.16) ed & quindi
effettivamente la funzione di Mobius sui naturali.

L’interesse della funzione p risiede principalmente nel fatto che essa per-
mette di “invertire” funzioni f definite su P a valori in F. E’ quanto ci siamo
proposti all’inizio di questo paragrafo. Sia f definita a partire da una fun-
zione g in questo modo: f(z) = 35, <, g(y). Vogliamo dimostrare che allora
la g & determinata dalla f. Per dare un’idea di questo fatto, consideriamo il
caso dei naturali con la relazione di divisibilita. Allora ¢(1) = f(1),9(2) =

f(2) = f(1),93) = f(3) = f(1),...,9(6) = f(6) — f(3) — f(2) + f(1), ecc.
Teorema 4.30. (FORMULA D’INVERSIONE DI MOBIUS) Se f e g sono funzioni
a valori in F definite su P e

flz)=>"9(y),

y<z

allora:

g(n) =>" f)uly,z).

y<z

Dim. Sostituiamo 'espressione di f data dalla prima uguaglianza nella
seconda. Si ha:

S felyz) =Y > guwnly,z) =D gw)((u,y)uly, z),

y<z y<z u<y y<z u

dove si & usata 'uguaglianza 3°, <, g(u) = 3°, g(u)((u,y). Scambiando 'ordine
di sommagzione, e ricordando che la p € I'inversa della ¢, abbiamo:

> gw) > C(u,y)uly, =) =Y g(u)d(u,z) = g(),

y<z
che & quanto si voleva. {

Nel caso dei naturali I'inversione di Md&bius prende la forma (scriviamo
semplicemente p invece di f1):

) =Y g(d) = gn) =3 F(Dn(5);

d|n d|n
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g(n) & dunque la differenza tra la somma dei termini per i quali ;4(%) vale 1 e
quella per i quali vale —1.
In forma moltiplicativa:

7n) = [T (@) = g(e) = [T ).
din

d|n

Esempi. 1. Con f(n) =n e g(d) = ¢(d) abbiamo dalla (4.11):

oln) = Y pld) -2 =n 3 1D,
dln

d|n

2. Invertendo la (4.9) possiamo sapere qual € il numero dei polinomi irriducibili
monici su Z,. Con f(n) = p"™ e g(d) = dI; abbiamo:

1 n
I, = " Z,u(d)pd.
dln

Cosi ad esempio, per p=2en =4,

L= (n(1)2" +p(2)2” + p(4)2) = 7(2' ~2) =3,

>~ =

(i tre polinomi irriducibili di quarto grado su Z; sono (z* + 4 1), (z* + 23 + 1)
e (zt+ 2%+ 22 + 2 +1)).

3. Usando 'inversione di M&bius moltiplicativa, con f(n) = 2P" — z e g(d) =
fa(z) abbiamo dalla (4.8):

Ad esempio, per p=2en =4,

16 _
1- (2t —2) Y — ) :7@4 z) =z +2%+ 27 +1
r —

che ¢ il prodotto dei tre polinomi irriducibili di grado 4 su Z, visti sopra.
Per il polinomio ciclotomico si ha dalla (4.10):

pn(x) = [J (e = 1)#0d).

d|n
Calcoliamo ad esempio @12(z). Si ha:

22— 1) (22 -1
p12(z) = ((x4 _ 1))((x6 _ 1))

=zt — 2% 4+ 1,
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in quanto u(12) = p(4) = 0,u(6) = 1,u(3) = u(2) = —1. 11 calcolo di questo
polinomio fatto direttamente implica una divisione di un polinomio di grado 14
per uno di grado 10. Per evitare una tale divisione, che & piuttosto lunga, si
puo procedere in questo modo. Sappiamo che il risultato sard un polinomio di
grado 14 — 10 = 4 (lo sappiamo anche perche ¢(12) = 4), e quindi, prendendo

i polinomi che compaiono nel quoziente modulo z*, con k > 4, il risultato sara
lo stesso. Prendiamo k = 5; abbiamo allora z'2 —1 =2°-2" —1 = —1 mod 2.
Analogamente, 26 — 1 = —1 mod #°, e dunque:
1—2? 1
p12() mod 7.

:1—:1:4:1+$2

1
1422
& proprio il polinomio z* — 22 + 1.

Sappiamo (Cap. 2) che =1—22+2*—2%+... e questa serie modulo z°

4.8 Il metodo di Berlekamp

Vediamo ora un metodo generale di fattorizzazione di un polinomio u(z) su
Zp. Possiamo limitarci al caso in cui il polinomio sia privo di quadrati, sia
considerando la forma priva di quadrati vista nel paragrafo 4.6 e fattorizzando
i singoli u;, sia fattorizzando w/(u,u'). Inoltre, ci si pudo sempre ridurre al
caso di un polinomio monico: basta infatti sostituire z con z/a, dove a ¢ il
coefficiente direttore di u(z), e moltiplicare per a”~!, dove n ¢& il grado di u(z).
Si fattorizzera allora il polinomio monico g(z) = a™ ‘u(z/a).

Esempio. Sia u(z) = 3z% + 4z + 1. Procedendo come detto si ha:

gla) = 3(3(3)” + 4(

X

3)+1):$2+4$+3:(:1:+1)(:1:+3).

Tornando indietro, se sostituiamo z con 3z e dividiamo per 3 otteniamo %(3:5 +
1)(3z + 3) = u(z).

Quello che ora illustriamo & il metodo di Berlekamp, e permette di trovare
tutti i fattori irriducibili di u(z). Sia

u(z) = p1(x)p2(z) - - pr(2)

la fattorizzazione u(z) che cerchiamo. Poiche u(z) € privo di quadrati, i p;(x)
sono a due a due primi tra loro. Vediamo dapprima di trovare fattori di u(x)
non necessariamente irriducibili; cio si puo fare per mezzo di polinomi che si
trovano come segue.

Per ogni polinomio f(z), e s # t due elementi di Z,, i polinomi f(z) — s
e f(x) — t sono relativamente primi (se un polinomio li divide entrambi allora
divide la loro differenza ¢ — s, che & una costante), e dunque, a fortiori, lo sono
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MCD (u(z), f(z) — s) e MCD(u(x), f(z) — t)

e poiche entrambi dividono u(z) anche il loro prodotto divide u(z). Ne segue
che

H MCD(u(z), f(z) — s) divide u(z). (4.16)
SE€EZp

Vediamo ora per quali polinomi f(z), se ce ne sono, si ha che viceversa u(x)
divide [],cz, MCD(u(z), f(z) — s). Cid accade se e solo se per ogni fattore
irriducibile p;(z) di u(z) esiste un s tale che p;(z) divide f(z) — s. Ora, data
comunque una r—pla s1,89,...,s, di elementi di Z,, non necessariamente di-
stinti, poiche i p;(x) sono a due a due relativamente primi, esiste per il teorema
cinese un polinomio v(z) tale che

v(z) = s; mod p;i(x), 1 =1,2,...,7, (4.17)

e v(x) € unico modulo il prodotto [];_; pi(z), e cioé modulo u(x). Per questo
v(x), allora, per ogni p;(z) esiste un s; tale che p;(z) divide v(z) — s;, e dunque
MCD(u(z),v(z)—s;). Assieme a quanto visto sopra possiamo allora concludere
con il seguente teorema.

Teorema 4.31. Sia v(x) un polinomio che soddisfa la (4.17). Allora:
u(z) = H MCD (u(z),v(x) — s). (4.18)

S€EZp

Se dunque u(x) ¢ riducibile e dv(x) > 1, la (4.18) & una fattorizzazione non
banale di u(z). Il grado di ciascuno dei MCD e infatti inferiore a quello di u(z)
in quanto dv(x) < du(zx), e non tutti possono essere di grado 0, cioé costanti,
perche il loro prodotto & u(z), che non & costante.

Chiameremo polinomio che riduce u(x) un polinomio v(z) di grado > 1 per
cui vale la (4.18).

Dimostriamo ora che una soluzione del sistema di congruenze (4.17), che
dipende dai polinomi incogniti p;(z), & equivalente alla soluzione di una sola
congruenza, che dipende dal prodotto dei p;(z), cioé dal polinomio (noto) u(z).
Per il piccolo teorema di Fermat s = s; mod p; ne segue:

v(z)P = s¥ = s; = v(r) mod p;(z),
da cui v(z)? = v(z) mod p;(z), per ogni i, e dunque
v(z)? = v(z) mod u(x). (4.19)

La (4.19) & dunque una condizione necessaria perche valga la (4.17). Ma e
anche sufficiente: infatti, se v(z) soddisfa la (4.19), allora u(x) divide v(z)P —
v(z), che dunque & diviso anche da tutti i p;(x). Avendosi

v(e)? —v(z) = (v(z) = 0)(v(z) = 1) (v(z) = (p— 1))
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ciascun p;(z) deve dividere uno dei fattori a secondo membro, diciamo v(z) — s;.
In questo modo ogni fattore di p;(z) determina un elemento s; di Z, tale che
sussiste la (4.17). Abbiamo dimostrato:

Teorema 4.32. Se r é il numero dei fattori irriducibili di u(z), ogni r—pla
51,82,...,8 di elementi di Z, determina un polinomio v(z) che soddisfa la
(4.19), e wviceversa ogni tale polinomio determina una r—pla che soddisfa la
(4.17). Poiché il numero di queste r—ple é p", vi sono esattamente p" soluzioni

della (4.17) e dunque della (4.19).

Esempio. Siap = 5, u(z) = z*+1; si ha (u(z),u'(z)) = 1, e dunque u(x) privo
di quadrati. Come polinomio v(x) prendiamo v(z) = x2. Si ha v(z)® —v(z) =
710 — 22 = (2 + 1) (2% — 72) = 0 mod z* + 1, e dunque v(7)® = v(z) mod u(z),
cioé v(x) soddisfa la (4.19). I MCD(z* + 1,22 — 5), s = 0,1,4 sono uguali a 1;
MCD(z* + 1,72 — 2) = 22 — 2 e MCD(z* + 1,2% — 3) = 22 — 3. Si ha dunque:
u(z)=z*+1=1-1-(22-2) (2 -3)- 1.

Il Teorema 4.32 ci suggerisce allora di trovare polinomi che soddisfano la
(4.19). Noi li determineremo come punti fissi di una certa trasformazione li-
neare dello spazio vettoriale dei polinomi di grado inferiore al grado n di u(x)
su Zp. Questo spazio ha dimensione m, una base essendo data dai monomi
1,z,22,...,2" !, e dunque contiene p” polinomi.

L’applicazione:

¢ : f(z) = f(z)” mod u(z)

& una trasformazione lineare dello spazio; si ha infatti:

plaf(w) +bg(z)) = (af(z)+bg(x))? = a?f(x)? + bPg(z)?
= af(z)? + bg(x)?
= ap(f(z)) + bp(g(z)),

ricordando che a? = ¢ mod p, e lo stesso per b. I polinomi che soddisfano la
(4.19) sono i punti fissi di questa trasformazione lineare. L’argomento usato
sopra per mostrare che la ¢ € lineare mostra anche che i polinomi che soddisfano
la (4.19) formano un sottospazio.

Nella base 1,z,22,...,2" ! la ¢ si rappresenta con una matrice i cui ele-
menti nella k—esima riga sono i coefficienti del polinomio, preso modulo u(zx),
che & I'immagine secondo ¢ del monomio z¥. Questi elementi sono dunque i
coefficienti del resto della divisione di zP*¥ per u(z):
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40,0 oo ---  Gon-—1
41,0 a1 .-+ qin-1
©= qk,0 k1 - Gkt ’
qn—-1,0 9n-1,1 --- Gn—1n-1
dove:
o(a¥) =2 = quo + iz + - + Grp_12"”" mod u(z),

per k= 0,1,...,mn — 1. (Si osservi che la prima riga di una tale matrice, riga
che corrisponde a z° mod u(z), & sempre 1,0,...,0).

Se f(z) = SF_parz’ & un polinomio dello spazio che stiamo considerando, la
sua immagine secondo ¢ &

n—1 n—1 n—1
p(f(@) = 9D aa®) =) app(a®) = Y ap(a?* mod u())

n—1 n—1 ) n—1 )
= D ) g’ = Y apqrit’.
k=0 =0

k,i=0

Cio mostra che i coefficienti di ¢(f(z)) si ottengono come prodotto del vettore le
cui componenti sono i coefficienti di f(z) per la matrice Q. I polinomi v(z) che
soddisfano la (4.19) sono quelli fissati da ¢; se vg, vy, ..., v,—1 sono i coefficienti
di un tale polinomio, allora:

(vg,vl,...,vn_l)Q: (vg,vl,...,vn_l). (4.20)

Viceversa, se un vettore soddisfa questa uguaglianza, le sue componenti sono i
coefficienti di un polinomio fissato da (. Riassumiamo questa discussione nel
seguente teorema.

Teorema 4.33. Un polinomio a coefficienti in Z, soddisfa la (4.19) se e solo se
1 suoi coefficienti sono, nell’ordine delle potenze crescenti di x, le componenti
di un autovettore della matrice Q relativo all’autovalore 1. Inoltre, il numero di
questi autovettori ¢ p" (perché questo é il numero dei polinomi che soddisfano

la (4.19)). &

Si ha cosi che il numero r dei fattori irriducibili di u(z) & uguale alla mol-
teplicita geometrica dell’autovalore 1 della matrice (). Siamo ora in grado di
determinare il numero r. Sia v = (vg,v1,...,U,—1); se per questo v vale la
(4.20), allora v(Q — I) = 0, dove I & la matrice identitd n x n. Abbiamo cosi
che r ¢ la dimensione del nucleo di @ — I. Se p ¢ il rango di @ — I, allora
n=r-+np.
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Teorema 4.34. Il numero r dei fattori irriducibili di u(xz) é uguale alla
dimensione del nucleo di () — I, e dunque é uguale a

r=mn-—p.
dove p é il rango di Q —I. &

Nota. Non pu0 mai essere p = n perché la prima riga di @ ¢ 1,0,...,0, e dunque
la prima riga di @ — I ha solo zeri per cui il suo rango p ¢ al piu n — 1.

La matrice Q ammette sempre Pautovettore (1,0,...,0) e tutti i suoi multi-
pli (a,0,...,0), a € Z,. Questi vettori sono i coefficienti dei polinomi di grado
0, e cio corrisponde al fatto che gli elementi di Z,, visti come polinomi di gra-
do zero, soddisfano la (4.19) per il teorema di Fermat. Se questi sono i soli
autovettori di @ allora r = 1, e il polinomio u(z) & irriducibile, e viceversa.
Abbiamo cosi il seguente corollario.

Corollario 4.35. Il polinomio u(x) ¢é irriducibile se e solo se i soli polinomi
che soddisfano la (4.19) sono le costanti.

Questo corollario si pud anche dimostrare usando (4.17) e (4.18). Infatti, se
esiste una soluzione v(z) non costante di (4.17), allora nessuno dei MCD che
compaiono nella (4.18) puo essere uguale a u(z), in quanto dv(z) < du(z). In
questo caso almeno due MCD sono non banali, e pertanto u(z) & riducibile. Se
tutte le soluzioni sono costanti, allora per ognuna di queste v(z) il sistema (4.17)
si riduce ad una sola congruenza, quella nella quale s; € uguale alla costante
v(z), e dunque u(z) coincide con il proprio fattore irriducibile p; ().

Osserviamo infine che se v(z) & costante, v(z) = ¢, allora MCD(u(z),t—s) &
uguale a 1 se s # t ed a u(x) se s = t. La fattorizzazione & allora quella banale
wz)=1-1---1-u(z)-1---1.

Corollario 4.36. Il polinomio u(x) si spezza in fattori lineari su Z, se e solo
se Q ¢ la matrice identita, Q@ = I, e dunque se e solo se tutti i polinomi di grado
inferiore a n sono dei v(x) che riducono u(z).

Dim. u(x) si spezza in fattori lineari se e solo se 7 = n, e cio accade se e
solo se p = 0, cioe Q = I. Inoltre r = n significa che Ker(Q — I) contiene p"
vettori, cioé tutti i polinomi di grado inferiore a n. {

11 corollario seguente fa vedere che se v(z) = x & un polinomio che riduce
u(z), allora tutti i polinomi riducono u(z).

Corollario 4.37. Il polinomio u(zx) si spezza in fattori lineari su Z, se e solo
se v(x) =x € un polinomio che riduce u(z).

Dim. Per la (4.17) si ha x = s; mod p;(x) per cui p;(z) = x — s, e gli
s; sono distinti perche i p;(z) lo sono. Viceversa, se u(z) si spezza in fattori
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lineari, allora u(z) = [[i_;(z — 5;) e dunque u(z) divide z¥ — 2 = [[;c 5 (z — 5),
e percio 2P —z = 0 mod wu(x). Per la (4.19) v(z) = z & un polinomio che riduce

Esempi. 1. Siau(z) = 2*—22+1ep = 5. Si vede subito che (u(z),u'(z)) = 1.
Poiche i calcoli si fanno modulo u(z), poniamo u(x) = 0, cioé 4 = 2 — 1. Ora,
'=1=140-24+0-2240- 23

=t z=0>-Nr=03-2=0-1-2+0-22+1-2%

0 =220 = (2 —2) (23 —2) =25 - 22 + 22 Ma b =2t 22 = (22 - 1)2? =
gt —r?=22-1-—22=—-1,edunque 2! = -1 - 222+ 2422 =1 - 22 =
140-z—1-2240-2>%

e =205 = (1 -2’ =2 —2". Maa" =2°-22 = (23 — )2 = 2% — 23 =

3—1z)—2>=—z,edunquez® =2 — 24+ =23 =0+0-2+0-22 +1 23
Abbiamo cosi la matrice:

O
I
O = O =
e
|
[E—
—_ O = O

da cui:

Q-1-=

o~ oo
|

o N
|

v o

oo~ O

Cerchiamo i vettori annullati da @@ — I:

(1)0,1)1,1)2,1)3)(62 - I) = (ana 050);

si ha
(1)2, _QUla _21)23”1) = (0?03 an)a

da cui v; = v9 = 0; le altre due componenti sono arbitrarie. T vettori annullati
da @ — I sono allora, tutti e soli, quelli del tipo (a,0,0,b), con a e b qualunque
in Zs. Ve ne sono dunque 5% = 25, e una base del sottospazio che essi formano
(cioe il nucleo di @ — I), ¢ (1,0,0,0),(0,0,0,1). Dunque dim Ker(Q — I) = 2,
r=n—2=4-—2=2, e percid z* — 22 + 1 si spezza in due fattori irriducibili
su Zs. Per trovare questi due fattori prendiamo un qualunque polinomio di
Ker(Q —1I), ad esempio v(z) = z3. Calcolando i MCD(z* — 2%+ 1,2 — 5), con
s =0,1,2,3,4, ne abbiamo due diversi da 1, quelli per s =2 e s = 3, e gli altri
uguali a 1. Dunque:

wz)=1-1-222+2-2)- Bz +z+2) 1.

Dividendo il primo fattore per 2 e il secondo per 3 (il che equivale a dividere
u(x) pr 6, cioé per 1), abbiamo i due fattori monici z? + 3z — 1 e 22 + 2z — 1.
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2. Consideriamo il polinomio u(z) = zP~! + 1 su Z,, p > 2. Poiche
u'(z) = (p — 1)2P~2 abbiamo (u(z),/(z)) = 1. Inoltre,

xpk — (xpfl)k X :Ek = (_l)k R (L‘k,
per cui la matrice & la matrice diagonale:
Q = diag(1,—-1,1,...,1,-1).

Ne segue Q — I = diag(0,—2,0,...,0,—2), per cui il rango di Q — I, che in
questo caso € il numero di elementi non nulli sulla diagonale, & p = p—gl. Essendo

n = p — 1, il numero dei fattori irriducibili del polinomio ¢ r =n — p = ’%1.
Per un vettore del nucleo di ¢ — I si ha (0, —2v1,0, —2v3,...,0, —2v, 2) =

(0,0,...,0), e dunque v1 =v3 = ... = vp_3 = 0, e le altre componenti arbitra-
rie. Una base del nucleo di @) — I ¢ data dai vettori che hanno rispettivamente
1 nei posti 0,2,...,p — 2 e 0 altrove, e che corrispondono dunque ai polinomi
v(z) = 1,22,2%, ..., 2P73,

Cosi, ad esempio, con p =5 e v(z) = 2 si ha MCD(z* + 1,22 — 5) = 1 per
s =0,1,4, e uguale a z2 — 2 e 22 — 3 per s = 2 e 3, rispettivamente, e questi
sono i due fattori irriducibili. Si osservi che il polinomio v(x) = z? corrisponde
alla coppia di elementi di Z5 formata da 2 e 3; si ha infatti 72 = 2 mod (22 —2)
e 22 =3 mod (z% - 3).

2. Se u(z) non & privo di quadrati puo accadere che r # n — p. Ad esempio,
con u(z) = z2 + 1 e p = 2 abbiamo Q = (} 8) e @Q-1= (? 2>,e
p(Q —I) = 1. Dunque n —p = 2 —1 = 1 e u(z) sarebbe irriducibile, mentre
u(r) = (z +1)%

La fattorizzazione (4.18) per un certo v(z) pud non essere completa. Se
infatti per questo v(z) due degli s; della (4.17) sono uguali, s; = s; = s, allora
MCD(u(z),v(z) — s) sard un polinomio w(z) divisibile per p;(z) e p;(z) (ed
eventualmente altri pi(z)), ma nel quale questi due fattori non sono evidenti
perché w(z) compare come prodotto dei propri fattori. Diremo allora in questo
caso che il polinomio v(x) non separa i fattori p;(x) e pj(x) di u(x). La (4.18)
avra in tal caso la forma u(z) = wq(z) - wa(z) - - - wy(x), con ¢ < r con uno dei
wi(z) uguale a w(z).

Corollario 4.38. La fattorizzazione di u(x) data dalla (4.18) é completa se e
solo se v(x) soddisfa la (4.17) con gli s; tutti distinti. <

Esempio. Vediamo ora un esempio di polinomio v(z) che non separa tutti i
fattori di u(r). Siau(r) = 23 —2%2+2x—1 con p = 5. Questo polinomio si spezza
in fattori lineari su Zs; & uguale infatti a (z — 1)(z — 2)(z — 3), come subito si
verifica, per cui la matrice ) € 'identita. Tutti i polinomi di grado 2 fanno allora
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parte del nucleo, cioé sono tutti dei v(z) per i quali vale la (4.20). Prendiamo
v(z) = 322 4+ +2; allora i MCD valgono 1 per s = 0,3,4, e 22 —2x+2 e . — 3,
per s = 1 e 2, rispettivamente. I due fattori z — 1 e z — 2 si trovano uniti nel
prodotto 2 — 2z +2, e cid accade perche v(z) & congruo modulo z — 1 e modulo
x — 2 allo stesso elemento di Zs, e cioe 1.

Se la fattorizzazione non & completa, si prenda uno dei fattori w(z) ottenuti,
un altro v(z) e si proceda come prima. Che in questo modo si arrivi ad ottenere
tutti i fattori p;(x) si vedra nel teorema seguente. Inoltre, nella scelta dei v(x)
ci si puo limitare ad un insieme particolare di polinomi.

Sia 00 = (Gkgs Qkys-- - Qk,_,), K = 1,2,...,r una base per il nucleo di
Q — I, e sia v(7) = ag, +ag,z+ - +ag, "', ciot il polinomio avente come
coefficienti le componenti di v(*).

Teorema 4.39. Dati due fattori irriducibili p;(x) e p;j(x) di u(x) esiste uno
dei polinomi vi(x) definiti qui sopra che li separa.

Dim. Se nessuno dei vi(z) separa i due fattori, allora ognuno di essi &
congruo allo stesso elemento di Z, modulo entrambi i fattori. Per ogni k esiste
cioe si tale che:

vg(z) = s mod p;(z),

vp(z) = s, mod pj(x).

Ora, ogni v del nucleo di ) — I & combinazione lineare dei v®) . e dunque

ogni v(z) che soddisfa la (4.17) & combinazione lineare dei polinomi vy (z):
v(z) = > j—1 ckvk(x). Ne segue:

r r
v(e) = Y evr(r) =) cpsp = s mod pi(x),
k=1 k=1
e analogamente:
v(z) = s mod pj(x).

Ogni v(z) che soddisfa la (4.17) & allora congruo modulo p;(z) e p;(z) ad uno
stesso s di Z,. Ma abbiamo visto (Teorema 4.32) che ogni r—pla {s;} da luogo
ad un polinomio v(z) che soddisfa la (4.17), ed una r—pla nella quale s; # s;
e tale che il corrispondente v(z) € congruo a due distinti elementi (s; e s,
appunto) di Z,.

Vediamo ora qual ¢ la probabilita che scegliendo a caso un polinomio v(z)
che soddisfa la (4.19) questo separi tutti i fattori. Per il Corollario 4.38 ¢ la

probabilita che scegliendo 7 elementi a caso di Z, questi siano tutti distinti. Le
r—ple di elementi distinti di Z,, con r < p sono in numero di

p!
(p—m)l

pp—1) - (p—(—(r+1)) =
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(e questo & il numero dei casi favorevoli), e poiché vi sono in tutto p" r—ple
(casi possibili) la probabilita cercata &

p!

r= (p—r)pr

Ora, se r << p, questa probabilitd & circa 1. Ad esempio, con r = 2, si ha:
perp =17, P =6/7 ~ 0,86; per p = 11, P = 10/11 ~ 0,9; per p = 17,
P =16/17 ~ 0,94.

4.8.1 Riduzione del calcolo dei MCD: metodo di Zassenhaus-
Cantor

Quando p & molto grande rispetto a n, il numero dei MCD da calcolare &€ molto
grande. Vediamo come ridurlo. Osserviamo che:

v(@)? — o(z) = v(@)(v(2)T +1)(v(z)"T ~1).

Se u(z) divide il primo membro, & probabile che qualche fattore di u(x) sia
anche fattore di (v(:z:)% —1). Invece di MCD(u(z),v(x)—s), calcoliamo allora

1\/ICD(u(:1:),v(m)p;z1 — 1): questo sard un fattore non banale di u(z) con una
certa probabilita, che ora calcoliamo. Vediamo dapprima la probabilita che si
tratti di un fattore banale: MCD=u(z) o MCD=1.

1. MCD =u(z). Cio accade se e solo se tutti i p;(z) dividono v(ac)% -1
p—1

Ora dalla (4.17) si ha v(x)% = s, , e dunque p;(z) divide v(x)% — 1 se
p—1 _

e solo se 5,7 = lmodp, cioe se s; & soluzione della 2% —1=0in Zp.

Questa equazione ha esattamente ’%1 soluzioni in Z,. Infatti, dalla ¥ —x =

p—1 o . . . pfl . _ p—1 o y
y— 9 9 - 1= . Y
[Ti=y (z — ¢) si ha, dividendo per z, z 1 = [[;=; (z — ). D’altra parte
Pl -1 = ((II% - 1)(:17% + 1), e dunque x — 7 divide uno dei due fattori,
—1
per ogni ¢ # 0. Ma esattamente la meta degli x — ¢ divide zT — 1: non

. . . .. : R T
possono essere di pitt perche altrimenti il polinomio z 2 — 1, che & di grado

’%1 avrebbe piu di p_;l radici, e non possono essere di meno altrimenti ’altro

fattore avrebbe piu di p—gl radici. Dunque, i casi favorevoli perche un dato p;(x)
—1
divida v(z)"= — 1 sono in numero di p—gl, e perche tutti i p;(z) dividano sono

in numero di (p—;l)’". Poiche vi sono p" scelte per v(z), la probabilita che sia

abbia MCD =u(z) &

B p—1,,
p" (210)'

2. MCD=1. La probabilitad che uno di p;(z) non divida U(J?)% —1 ¢, per
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4.8. 1l metodo di Berlekamp

quanto visto sopra, p — p—gl = ’%1; quella che nessuno divida e allora:
+1
P 2p

La probabilitd che MCD(u(z), v(z) - 1) sia un fattore non banale di u(z)
¢ allora: 1 41
- () - By
2p 2p
uesta, per r > 2 e p > 3 & maggiore o uguale a 4/9.
Q P p g8 g

4.8.2 Riduzione del calcolo dei MCD: metodo del risultante

Dato v(z), molti dei MCD(u(x),v(z) — s) sono uguali a 1, e dunque & inutile
calcolarli, e cio accade certamente se p >> n = du(z) in quanto il numero dei
fattori di u(z) & al massimo n. Come si possono scoprire gli s di Z, per i quali
il MCD ¢ 17 Qui ci viene in aiuto la teoria del risultante. Infatti MCD# 1 se
e solo se il risultante R(u(z),v(z) — s) & uguale a 0, cioe se e solo se s & radice
del polinomio:
r(y) = Ry(u(z),v(z) —y)

(che e di grado n). Se s € Z, e una tale radice, allora y — s divide r(y); ma
y — s divide anche y? — y, che ¢ il prodotto di tutti gli y — ¢, al variare di ¢ in
Zp. Ne segue che y — s divide MCD(r(y), y? —y), che & un certo polinomio g(y).
Viceversa, se y — s divide g(y) allora s & radice di r(y). Dunque, le radici di
r(y) in Z, sono quelle di g(y) (che le ha tutte in Z,).

Qual ¢ il grado di ¢g(y)? Questo polinomio ha solo radici semplici, perche
questo ¢ il caso di y” — y e dunque il suo grado & uguale al numero di radici che
possiede. Inoltre, se sq, s9,..., s sono queste radici, allora queste sono anche le
radici di (y) in Z,, e come tali danno luogo a fattori u;(2)=MCD(u(z), v(z) —
si) di u(z) non banali (e distinti). E poiche, viceversa, un MCD non banale
corrisponde ad uno degli s;, si ha in conclusione che il grado di g(y) é uguale
al numero di fattori in cui si spezza u(zx) mediante v(x). In particolare, questo
grado e < r.

Il grado t di g(y) ci dice dunque se la fattorizzazione ottenuta mediante v(z)
& quella completa: & questo il caso se e solo se t = 7.

Nota. Puo ben accadere che i tre polinomi u,r e g siano uguali. Perche cio
accada ¢ necessario e sufficiente che u si spezzi in fattori lineari su Z,. Infatti,
Or = Ou significa, per quanto visto sopra, che v(z) spezza u in ¢t = n fattori.
Viceversa, se u(x) si spezza in fattori lineari, per il Corollario 4.33 v(z) = z &
un polinomio che riduce u, e con questo polinomio r(y) = Ry(u(z),z —y) =
u(y). Inoltre, poiche tutte le radici di u, e dunque di r, stanno ora in 7,

9(y)=MCD(r(y),y" —y) = r(y)-
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

Esempio.? Siap=13e
u=z"+ 1%+ 102" + 10z* + 82” + 2z + 8.
Con il polinomio:
v = 2%+ 52° + 9z + 5% + 5z,
si ha:
r(y) = Ru,v —y) = ¢° — 6y" —y° +5y° = (y — 2)°°.

Poiche siamo interessati alle radici di r(y), consideriamo il polinomio ottenuto
eliminando i fattori multipli, cio¢ dividendo per MCD(r,r') = 4® — 435 + 4y*;
si ottiene:

T = y2 - Y.

Inoltre,

H MCD(u,v — s) = (2° + 5z* — 423 + 52 + 5)(2® — 5z? + 4z — 1)
s€Z13

dove i due fattori corrispondono rispettivamente a s = 0 e s = 2. Il polinomio
g(y) avra dunque grado 2; infatti:

g(y) = MCD(r1,y"® — y) = y* — 2y,

e le radici sono 0 e 2, in corrispondenza ai due fattori gia trovati.

Per il calcolo dei coefficienti delle potenze di = prese mod u(x) che servono
per formare la matrice () si puo far uso della seguente relazione. Sia:

u(z) = 2" 4+ up 12" L 4+ ugz 4 ug,

e sia:

% = apg+ apaz 4+ ap o1z

Allora, moltiplicando per z,

:L‘k+1 = Q0T + ak,1$2 4+ ak,n_ll‘n.

Ora

n 1

" = —up 12" — - —ux — up mod u(x),

che sostituita nella precedente da:

k+1

-1
2T = apq1,0 + Gpp112 + o F g2,

21 calcoli sono stati eseguiti con il sistema Maxima.
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4.8. 1l metodo di Berlekamp

dove, e questa € la relazione annunciata,

Q41,5 = Qkj—1 — Ak n—-1Uj,

(ak7_1 = 0)

Nota. Un’applicazione molto interessante della fattorizzazione modulo un primo p
si ha in teoria di Galois. Sussiste infatti il seguente teorema di Dedekind: se p mon
divide il discriminante di un polinomio u(x) e in Z, il polinomio si spezza in fattori
di gradi ny,na, ..., ng, allora nel gruppo di Galois di u(x) esiste una permutazione i
cui cicli hanno lunghezza ny,ns, ..., ny. Consideriamo ad esempio il polinomio u(z) =
7 4+ 2z + 2; il suo discriminante vale —1, e dunque ogni primo va bene. Sia p = 3;
allora il metodo di Berlekamp ci dice che u(z) ha due fattori in Z3, e poiché non ha
radici in Z3, i due fattori sono di gradi ny = 2,n2 = 5 oppure ny = 3,n> = 4 (si
puo poi vedere che ¢ il primo caso che ha luogo). Per il teorema di Dedekind allora,
nel gruppo di Galois di u(z) vi € una permutazione che ha un ciclo di lunghezza 2 e
uno di lunghezza 5, oppure una permutazione che ha un ciclo di lunghezza 3 e uno di
lunghezza 4. Ma 1'unico sottogruppo transitivo di S7 che contiene una permutazione
di uno dei due tipi & tutto il gruppo S7, che dunque ¢ il gruppo di Galois di u(z). In
particolare, ’equazione u(z) = 0 non & risolubile per radicali.

4.8.3 1l polinomio caratteristico di Q

Come abbiamo visto nel primo capitolo, un polinomio f(z) di grado inferiore
al grado di u(z) si scrive in modo unico come:

f(x) = fi(x)Li(z) + fo(z)Lo(z) + - -+ + fr(z)Ly(2) mod u(z),

dove Li(z), Lo(x),...,Ly(x) sono i polinomi di Lagrange relativi ai polinomi
pi(z), e dove fi(x) & il resto della divisione di f(x) per p;(z). L’algebra A dei
polinomi di grado < n si decompone allora nella somma diretta di sottoalgebre:

A:A1®A2®--'@An,

con Ay = {fi(z)Lr} ~ Zyz]/(pr(x)). Essendo pg(z) irriducibile, Aj & un
campo, che, se dpg(z) = ng, ha p™* elementi. Le sottoalgebre Ay sono invarianti
per automorfismo ¢ : f(z) = f(z)? di Zp[z]/(u(z)). Infatti:

f(@)P = f1(z)PLi(2)? + fo(z)P Lo(z)? + - - - + fr(z)P L, (2)? mod wu(zx),

e prendendo il resto r () della divisione di fi(z)? per px(x) 'elemento ri(z) Ly (x)?
appartiene ancora ad Aj in quanto, essendo L(z) idempotente, Li(z)P =
Li(z) mod u(x).

Lo studio della trasformazione lineare ¢ pud dunque farsi su ciascuna delle
componenti Ag. In altri termini, possiamo supporre u(x) irriducibile e Ay = A
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

diordine ¢ = p™. Sea € A, allora ¢"(a) = a? = a, e dunque ¢" () = id. Allora
la matrice Q di ¢ nellabase 1, z,...,z" ! & tale che Q" = I, e dunque Q soddisfa
il polinomio A" — 1. Dico che questo ¢ il polinomio minimo di Q. Se infatti
Q@ soddisfa un polinomio di grado minore Z?:_f a;\!, allora E?:_f a; Q' =0, e
applicando questa uguaglianza, alla base degli z* si ha il sistema omogeneo:

apg+ay+---+ap :0,
P pnfl
apx +a12” +--- +ap 1T =0,
n—1
apzr® + a1z + - + a1z =0,

Posto z; = &P, il determinante di questo sistema & il determinante di Vander-
monde degli x;. Essendo questi tutti distinti, il determinante & diverso da 0,
e dunque il sistema ha la sola soluzione nulla. Cio dimostra che A" — 1 ¢ il
polinomio minimo di @), e dunque, a meno eventualmente del segno, anche il
polinomio caratteristico:

det(Q — M) = (=1)"(A\" — 1).

Possiamo ora tornare al caso generale. Poiche gli A; sono invarianti per ¢, la
matrice di () su A & diagonale a blocchi:

Q = diag(Cl, 02, ey C,«)

ciascun blocco Cj essendo di dimensione ny = dpg(z). Il polinomio caratte-
ristico di @ & allora il prodotto dei polinomi caratteristici dei blocchi Cy, e
dunque:

det(Q — AI) = (~1)"(A™ — 1)(A™ — 1) (A7 — 1),

dove ny +mny + -+ +n, =n = du(z). In particolare, det(Q) = £1.

4.9 1l lemma di Hensel

In questo paragrafo ci poniamo il problema di vedere se ¢ possibile, a partire da
una fattorizzazione mod p di un polinomio a coefficienti interi, ottenerne una
mod p*, per ogni k. Vedremo che la risposta ¢ positiva. Abbiamo gia risolto
parzialmente questo problema quando abbiamo visto lo sviluppo p—adico di
un numero algebrico. Ad esempio, 3 & una radice quadrata di 2 mod 7, cioe
una radice di u(z) = 22 — 2; sviluppandola si ottengono i valori approssimati
3,10,108, ecc., modulo, rispettivamente, 7, 72, 73, ecc. Analogamente, per 1’altra
radice 4 si ottiene 4, 39, 235, ecc., rispetto agli stessi moduli. Questi sviluppi
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4.9. 1l lemma di Hensel

danno allora le fattorizzazioni:
(z —3)(x + 3) mod 7,

(z — 10)(x + 10) mod 72,
u(r) = (z—108)(z + 108) mod 73,

=
&
|

=
&
Il

tenuto conto che 4 = —3,39 = —10, 235 = —108, ecc. In questo modo, la
fattorizzazione mod 7 (I’esistenza di una radice equivale infatti ad una fattoriz-
zazione) si “solleva” ad una mod 7% per ogni k.

Il lemma che segue fornisce un metodo per costruire le fattorizzazioni mod
p¥, che, come suggerito dall’esempio appena visto, & analogo a quello che per-
mette di ottenere lo sviluppo p—adico di un numero: una volta nota e,, cioe
I'approssimazione mod p”, si trova ’approssimazione mod p"*! nella forma
€ntl = €n + cp™.

Lemma 4.40. (LEMMA DI HENSEL). Sia, per un dato k > 1 e un primo p,
u(z) = f(z)g(x) mod p",

con u(z), f(x) e g(x) a coefficienti interi, monici e f(x) e g(x) relativamente
primi mod p. Allora esistono e sono univocamente determinati due polinomi
fi(x) e g1(z), anch’essi monici e relativamente primi modp e tali che:

u(z) = f1(z)g1(z) mod pFtt,
e inoltre:
filz) = f(=z) modpk,
gi(z) = g(x) modpk.
Dim. (Scriviamo f per f(x)). Cerchiamo f; e g; nella forma:
fi = f+pb, (4.21)
g = g+pw,

per certi polinomi v e w da determinare. I polinomi f; e g; dovranno allora
essere tali che:

u= figi = fg+ (wf +vg)p* + vwp®® mod p**,

cioeé:
u=fg+ (wf + vg)pk mod pkH.
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

Per ipotesi, u — fg ¢ divisibile per p*; dunque il nostro problema & ridotto a
quello della determinazione di due polinomi v e w tali che:

u—fg _
c= P wf + vg mod p. (4.22)

11 fatto che (f,g) = 1 mod p ci permette di trovare v e w. Infatti, siano a e b
tali che af + bg = 1 mod p; allora:

caf + cbg = ¢ mod p.

Inoltre, u e fg sono entrambi monici e dello stesso grado; nella differenza v — fg
i loro termini di grado massimo si annullano, per cui il grado di ¢ ¢ inferiore a
quello di fg. Sappiamo allora che esiste una soluzione ¢ = wf 4+ vg mod p, con
Ov < 0f e Ow < dg, e la coppia v, w univocamente determinata dalla coppia
f,g. Con questi u e v gli f1 e g; di (4.21) risolvono il problema. Infatti:

1. la coppia fi, g1 € univocamente determinata dalla coppia f, g perche la coppia
v,w lo &;

2. f1 e g1 sono monici perche essendo dv < df e Ow < dg i monomi di grado
massimo di f1 e g1 sono quellidi f e g.

3. f1 e g1 sono relativamente primi mod p: dalla af 4+ bg = 1 mod p segue
afi 4+ bgr = af + bg + (av + bw)p* = af + bg = 1 mod p.

Il lemma & cosi completamente dimostrato. <»

Nota. Poiche il MCD di due polinomi ¢ definito a meno di una costante, ¢
possibile che il calcolo dei coefficienti di Bézout dia un valore d di af + bg
diverso da 1. Per il funzionamento dell’algoritmo occorre invece che il MCD sia
proprio 1; occorre allora dividere a e b per d prima di proseguire.

Con le notazioni del lemma abbiamo il seguente algoritmo, che fornisce la

fattorizzazione mod p"*! nota quella mod p.

input: u, f,9,a,b,p, k

per k: 1 an fare:

(c : quoziente(u — fg,p*) mod p,
q : quoziente(ch, f) mod p,

v : resto(ch, f) mod p,

w : ca + qg mod p,

f: f + vp¥ mod pFt,

g := g +wp® mod p**1),
output: f,g.

Nota. Poiche per ogni intero s, s - p¥ mod p**! = (s mod p) - p*, prendiamo i

valori di v e w modulo p prima di moltiplicare per p*.

Vediamo ora su un esempio il funzionamento di questo algoritmo.
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Esempio. Consideriamo il polinomio v = z* — 222 +9, con p = 5, n = 4.
Fattorizziamo u modulo 5 (con Berlekamp, per esempio); troviamo:

u= (22 + 2 +2)(z — 2+ 2) mod 5.

Questi due fattori sono i dati f e g dell’input. Inoltre,a =x—1eb=—z — 1.
Con questi dati,

k=1:

Ora, c¢b = 2% + 22 — 2 — 1; dividendo per f abbiamo quoziente z e resto 2z — 1:

$7
v = 2z -1,
w = (1-a)(z-1)+z@*—z+2)=3z-1,
e
fi = f—10z —5=2%+1lz — 3 mod 5%,
g1 = g+15z—5=2?—11lz — 3 mod 5%
k=2:

con i nuovi valori di f e g abbiamo fg = z* — 12722 +9:

u—fg 125z2
CcC = =

k2
52 52 = 5z° =0 mod 5.

In questo caso v = w = 0 per cui i valori di f e g sono quelli precedenti.

k= 3:

u—fg=1252% c = 1255—5"2 =122, c¢b = 2?(—z—1) = —23 — 22 che diviso per f di
quoziente —z e resto —3z. Allora v = -3z, w = 2%(z — 1) — z(2? — 11z — 3) =

1022 4 3z = 3z mod 5, e

= 224 1lz —3—3-125z = 2? — 364z — 3 = 22 + 261z — 3 mod 5*
g = 2?2 —1lz —3+3-125z = 2% + 3642 — 3 = 2% — 261z — 3 mod 5*.

4.9.1 1l lemma di Hensel per piu fattori

Il metodo per il sollevamento di una fattorizzazione mod p¥ a una mod p*+t!,

visto nella dimostrazione del lemma di Hensel si puo estendere al caso di piu
fattori, come ora vedremo.
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Lemma 4.41. (LEMMA DI HENSEL, CASO GENERALE). Siano:
Uy Up, U,y - . vy Up (4.23)

polinomi a coefficienti interi e monici, tali che:

MCD(u;j, uj) = 1 mod p, i # j, (4.24)
e inoltre:
u = ujug - u, mod p". (4.25)
Allora esistono polinomi monici a coefficienti interi Wy, Ua, . . ., Uy, tali che
ot; = Ou;, u; = u; mod pF, MCD(@;, @) = 1 mod p,
e inoltre:

WUz - -~ U, mod pFtel. (4.26)

U
Dim. Come nel caso di due fattori cerchiamo gli @; nella forma:
w=u; +phvu, i=1,2,...,r, (4.27)
per certi v; da determinare. Sostituendo i valori (4.27) nella (4.26) si ottiene:
U= Uty - Uy + PF(Urvous - Uy F VLULUS Uy A - A U UU3 - Uy)
mod pF*l. Per la (4.25),
U — ULU2 " - " Up
c=——7——
p
& un polinomio a coefficienti interi, ed & di grado inferiore al grado di u, che &
poi il grado di ujus - - - uy: quest’ultimo & un polinomio monico, perche tali sono

gli u;, e dunque nella differenza con u il monomio di grado massimo scompare.
Dobbiamo dunque risolvere rispetto ai v; la congruenza:

C = ULV2U3 * * - Up + V1ULUS * = Uy, + =+ + ULUU3 - - - U, mOd P. (4.28)
Per l'ipotesi (4.24), esistono polinomi ay,as,...,a, tali che
A UU3 * ** Uy + AQULUS Uy + - + GpuiUs - Up—1 =1 mod p.  (4.29)

Moltiplicando questa congruenza per ¢ e dividendo ca; per u;, ca; = qju; + 73,
0 < 0r; < Ouy, si ottiene, sostituendo e raccogliendo,

upug - Up(qr g2+t qn) o TIUQU U+ T2UIU Uy

+ rpuiUu - U,_1 =c mod p.
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Ora, gli addendi rjujus - - - Uj—1Ujt1 - - - Uy € il polinomio ¢ sono di grado inferiore
al grado di ujuso - - - u, per cui se q; + g2 + - -+ + g non ¢ il polinomio nullo si
ha una contraddizione. Posto allora v; = r; abbiamo la soluzione richiesta® . Si
ha infatti, come nel caso di due fattori:

1. la n—pla degli @w; ¢ univocamente determinata da quella degli u; perche
la n—pla dei v; = r; lo & se si avesse un’altra soluzione r;, sottraendo dalla
precedente si otterrebbe:

n
Z((Tz ) H u;) = 0mod p.
i=1 j#i
Ora u; divide tutti i prodotti (r; —7})uiug - - - Ui—1Ujy1 - - - Up Per @ # j, e dunque
anche (r; — r})u1u2 “e s Uj_1Ujy1 - Up, ed essendo primo con gli u;, @ # 7, deve

dividere 7"9 —rj. Ma essendo quest’ultimo di grado inferiore al grado di u; deve

aversi r; —rj = 0, e dunque rj; = 7, e ci6 per ogni j = 1,2,...,n.

2. 0u; = OJu; in quanto Jv; < Ju;. Questa disuguaglianza implica anche che il
monomio di grado massimo di u; € quello di u;, e percio u; € monico.

3. MCD(w;,@;) = 1: se au; + bu; = 1 mod p, allora a@; + bu; = au; + bu; +
p*(av; + bvj) = 1 mod p. &

Esempio. Sia v = z* — 13 — 2z + 1. Fattorizzando u mod 5 (ad esempio con
il metodo di Berlekamp) si ha:

u(z) = (z — 2)(x + 1)(2% + 2) mod 5.
Ora, u — ujusuz = b e dunque ¢ = g = 1. Risolvendo la:
ar(z + 1) (2% +2) + az(z — 2)(z® + 2) + az(z — 2)(z + 1) = 1 mod p,

si trova a1 = 2, ag = 1, az3 = 2z + 2, ed essendo Oca; = da; < Ou;, abbiamo
direttamente, senza bisogno di dividere per u;, v; = a; e dunque:

U = w+dvy=zx—2+5-2=x+438,
Uy = Ugs+ovr=x+14+5-1=z+06,
T3 = uz+5vz=a2°+2+52z+2) =2+ 107 + 12.

Ne segue:

' — 23 =2 +1=(z+48)(z + 6)(x> + 10z + 12) mod 25.

3Si osservi come gli 7; siano i polinomi che danno la decomposizione in frazioni semplici:

c r r Tn
_—_1_’__24_..._’__.

u U1 Uu2 Un
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4.10 Fattorizzazioni su 7

Vogliamo ora utilizzare i risultati dei due precedenti paragrafi per trovare fat-
torizzazioni di polinomi a coefficienti interi. Cominciamo con la seguente osser-
vazione.
Sia:
u(z) = F(z)G(x)
una fattorizzazione su Z del polinomio u(z). Passando modulo un intero M

abbiamo:
f(z)g(z) mod M,

=
&
Il

con

F(z) = f(z) mod M, (4.30)
G(z) = g(z) mod M.

Supponiamo di sapere che i coefficienti di ogni possibile fattore di u(z) non supe-
rano, in modulo, un certo intero B (vedremo come fare nel prossimo paragrafo).
Allora, se M > 2B, scegliendo i coefficienti di f(z) nell’intervallo (—M /2, M /2]
(scegliendo cioé la rappresentazione bilanciata delle classi resto mod M), le
(4.30) non sono piu solo congruenze, ma addirittura uguaglianze. Infatti, se
F(z) # f(x), esiste un coefficiente a di F(z) che differisce dal coefficiente b
del monomio dello stesso grado di f(z) per un multiplo di M: a — b = hM.
Dunque, a = b+ hM, e con i possibili valori per b si ha |a| > M/2 > B, contro
I’ipotesi.

Supponiamo ora che per un primo p > 2B un polinomio si spezzi mod p nel
prodotto di due fattori:

u(z) = f(z)g(x) mod p. (4.31)
Possiamo allora sapere se questa fattorizzazione proviene da una fattorizzazione:
u(z) = F(z)G(x) (4.32)

sugli interi. Scegliendo infatti i coefficienti di f(z) tra —(p—1)/2 e (p—1)/2, se
la (4.31) proviene dalla (4.32) si ha f(z) = F(x), e dunque f(x) deve dividere
u(z) su Z.

Per trovare dei fattori di u(x) si puo allora procedere come segue.

1. Fattorizzare u(z) mod p, con p > 2B, in fattori irriducibili, ad esempio
con il metodo di Berlekamp.

2. Per ciascun fattore p;(z), considerato come polinomio a coefficienti interi
e compresi nell’intervallo [—(p — 1)/2, (p — 1)/2], vedere se divide u(z) su Z.
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4.10. Fattorizzaziont su Z

Ogni p;(z) che divide u(z) & un fattore irriducibile di u(z) (se si riduce, si riduce
anche mod p).

3. Se vi sono dei p;(z) che non dividono u(x), formare con questi i prodotti
pi(x)p;(x), ridurre i coefficienti all’intervallo detto, e vedere se questi polinomi
prodotto dividono u(z). Ogni polinomio cosi costruito che divide u(z) & un
fattore irriducibile di u(x) (se siriduce, cio avviene necessariamente nel prodotto
di pi(z) e p;(z), che dunque dividerebbero u(x)); eliminare i p;(x) che entrano
in un fattore di u(x).

4. Con ip;(x) che restano, formare i prodotti p;(z)p;(z)pr(x) e sempre dopo
riduzione dei coefficienti all’intervallo [—(p —1)/2, (p — 1) /2], vedere se dividono

5. Continuare fino a che tutte le combinazioni sono state provate.
6. Se restano dei p;(x), il loro prodotto & un fattore irriducibile di u(x).

Invece di considerare un primo p > 2B (il numero B pud essere molto
grande), si pud prendere un primo qualunque, fattorizzare modulo p, e poi
sollevare la fattorizzazione a p", dove n € un intero tale che p” > 2B.

4.10.1 Maggiorazioni per i coefficienti di un fattore

Vediamo ora come determinare l'intero B del paragrafo precedente. Che esso
esista dipende dal fatto che é possibile maggiorare il modulo delle radici di un
polinomio, come dimostra il seguente teorema.

Teorema 4.42. Sia:
u(z) = apz” + a8+ 4 ap

un polinomio a coefficienti complessi. Allora per una radice z di u(x) si ha:

M
2] < 14—, (4.33)
|aol
dove M = max{|ag|, |a1],-..,|an|}

Dim. Se |z| <1 non c’¢ niente da dimostrare. Sia allora |z| > 1. Essendo
u(z) = 0 si ha:
a2 = —a1 2" — ap2" T — - — ay,.
Ne segue:

Jaoll2]" < aal[2" 7"+ Jaz|[2]" 77 + -+ an]

AN

zl" =1
< M(IZI”_1+|Z|"_2+---+1)=M||Z||7_1

2"
|2 = 17

N
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

da cui:

M
|Z| < 1+ T
|ao|

che & quanto si voleva. {
Sia ora f(z) un polinomio monico, di radici z;:
f@) =2 +bx™ by = (- 21) (3 — 22) -+ (3 — 2m).
Allora i coefficienti b; sono dati dalle funzioni simmetriche elementari degli z;:

by = —(z1+z+ -+ 2m),bo=2120+ 2123+ + Zm12m, .- -
by = (—1)k2zilzi2---zik,...,bm:(—1)mz1z2...zm_

Se |z;| < B, allora:
b1l = Dzl <) |l < mB,
m
ol = 1> ziz| <D laillzl < <2>BZ,
2 2%

bm| = |zillze| -+ [zm| < B™,

da cui

Ib;| < max{ (’Z)Bk, k=1,2,...,m}

Se f(x) & un fattore di un polinomio u(z) una radice di f(z) & anche radice
di u(z), e dunque una maggiorazione per i coefficienti di f(x) si pud ottenere a
partire da quella per le radici di u(z) data dalla (4.33).

Un’altra maggiorazione (che non dimostriamo) per il modulo dei coefficienti
di un fattore si ottiene in questo modo. Dato il polinomio:

u(z) = upz" + Up 12"+ -+ g,

definiamo: .
lull = (lunl® + [un1” + - + |uol?)=.

Sia f(z) = bmz™ 4 by_12™ "' 4 -+ - + by un fattore di u(z). Allora:
m—1 m—1
|bj|—< j >||u||+<j_1>|un|.

u(z) = 2% + 25 — 32 — 323 + 822 + 22 — 5.

Esempio. Sia
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4.11. Fattorizzazioni in un ampliamento

Se u(z) si riduce deve avere un fattore di grado al piu 4. Sia:

f(x) = b4(II4 + b3x3 + bQ(IIZ + bz + bg.

Si ha:
llu|| = VII3 ~ 10,6,
da cui:
3 3 3
< ~1 5 < ~ 31 :
l < (o)l +0~ 10,6 < ()i + (5) ~ oo
3 3 3 3
< ~ 34,9; < ~ 13,6.
et < ()l (3) ~ 30 ol < ()i (5) ~ 1

Dunque, un coefficiente di f(z) non supera in modulo 34.

Possiamo allora vedere se u(z) si fattorizza su Z con il metodo visto in
precedenza. Scegliamo un primo p > 2-34 = 68, e sia p = 71. Il metodo di
Berlekamp fornisce:

u(z) = (z 4 12)(z + 25)(2? — 13z — 7)(z* — 242 — 162 + 31z — 12) mod 71.

Nessuno di questi fattori divide u(xz) su Z (perché nessuno dei termini noti
divide 5). Raggruppando due a due i fattori si hanno i termini noti 12 - 25 =
300,12 - (=7) = —84,12 - (—12) = —144, e nessuno di questi & congruo a £1 o
a =5 mod 71. Se ne conclude che u(z) & irriducibile sugli interi.

Il procedimento che abbiamo visto per fattorizzare su Z (metodo di Berle-
kamp seguito o no da un sollevamento alla Hensel), presenta 'inconveniente di
essere di complessita algoritmica* esponenziale, cio¢ di richiedere un numero di
prove che ¢ esponenziale nel grado n del polinomio u(z). Quando i fattori del
polinomio mod p sono tutti lineari e u(z) & irriducibile su Z, prima di accorgersi
dell’irriducibilitd occorre fare 2" divisioni, tante cioé quante sono in totale le
combinazioni a uno a uno, a due a due, ecc. degli n fattori. Esiste tuttavia un
metodo, detto “L3” % che permette la fattorizzazione in tempo polinomiale. In
esso vengono in sostanza eliminate le prove di cui sopra.

4.11 Fattorizzazioni in un ampliamento

Sia K il campo di spezzamento di un polinomio irriducibile monico p(z) di
grado m a coefficienti nel campo @ dei razionali, e siano a1, ao, ...,y le sue
radici (che sono tutte distinte perche p(z) & irriducibile e @) & a caratteristica

“Per una breve discussione sul problema della complessita algoritmica si veda il capitolo
seguente.
®Dalle iniziali di A.K. Lenstra, H.W. Lenstra e L. Lovasz, autori dell’articolo [LLL].
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

zero). Consideriamo il sottocampo Q(«) di K, che consta dei polinomi in « a
coefficienti in @ di grado al pinn —1. Se € Q(a) &€ 8 =ap+arax+ -+ +

am_ 1™~ con a; € Q. La norma di 3 si definisce come:
m
N(B) = H(ao + a0 + e + a’mfla?lil)_
i=1

Se g(z) & il polinomio ag + a1z + -+ - + @, _12™ ! si ha allora:

NB)= ][I 9(=)=R(@p,9).
p(x)=0

il risultante dei polinomi p e g. In particolare, la norma di un elemento di Q(«)
appartiene a @, & cioé un numero razionale. Sia ora f = f(z) un polinomio a
coefficienti in Q(«a), f(z) € Q(a)[x]. Esso si puo considerare come un polinomio
f(a, z) nelle due variabili a e z, a coefficienti in (). Definiamo allora la norma
del polinomio f come:

n

N(f) =1 flew,2) = I fly.2) = Ry(p(y), f(y,z)).

i=1 p(y)=0

La norma di f € Q(«)[z] & allora un polinomio a coefficienti razionali, N(f) €
Qlz], di grado Jf - dp, il prodotto dei gradi di f e del polinomio p di cui « &
radice. Se f € Q[z], allora N(f) = f (in questo caso « ¢ semplicemente uno
dei coefficienti di f; la cosa si puo vedere anche dal risultante, in quanto ora
ply) =y—oa,e Ry(y—a, f(y,z)) = f(o,z) = f(x)). Inoltre, per una proprieta
del risultante, la norma & moltiplicativa: N(fg) = N(f)N(g).

Ci proponiamo ora di dimostrare che la fattorizzazione di un polinomio a
coefficienti in Q(z) si riduce a quella della sua norma.

Sia p(x) un polinomio irriducibile su un campo F e sia K il suo campo di spezza-
mento. I gruppo di Galois di K su F, che si denota con G(K/F), ¢ il gruppo degli
automorfismi di K che lasciano fisso F' elemento per elemento. Poiche K é il campo
di spezzamento di un polinomio, non vi sono altri elementi di K fissati da elementi
di G(K/F). Se 0 € G(K/F), allora o si estende in modo naturale ai polinomi su K:
se f(z) = ap + a1z + -+ - + a,x™, allora a(f(x)) = o(ag) + o(a1)z + --- + o(a,)z™.
In particolare, se f(z) € a coeflicienti in F, allora (f(z)) = f(z). Se a & una radice
del nostro polinomio p(z) € F[z], Pelemento o(a), 0 € G(K/F), & ancora radice di
p(z). Il gruppo di Galois induce allora un gruppo di permutazioni delle radici, e si
puo dimostrare, in virtu del fatto che K & il campo di spezzamento di un polinomio
irriducibile p(z), che date due radici di p(z) esiste un elemento di G(K/F') che porta
una sull’altra.

Lemma 4.43. Sia f € Q(a)[z] irriducibile. Allora N(f) é una potenza di un
polinomio irriducibile.
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4.11. Fattorizzazioni in un ampliamento

Dim. Sia N(f(z)) = h(x)g(z), con h(z),g(z) € Qlz] e (h(z),g(z)) = 1. Per

definizione, N(f(z)) = [[;~; f(i, z), e dunque f(a,x) deve dividere h o ¢ in

(( ))[:1:] Sla(gz( z) = f(a,z)hi(a,x). Per ogni «; esiste o; € G(K/Q) tale che
o(a) = aj, e dunque:

a(h(x)) = h(x) =7 (f(a, 2))o (b (e, 2)) = f(ai, 2)h (e, @)

Tutti i polinomi f(a;,z) dividono quindi h, e pertanto nessuno divide g in
quanto (h,g) = 1. Allora N(f) = h, e h o & irriducibile, o & potenza di un
polinomio irriducibile.

Teorema 4.44. Sia f € Q(«a)[z] con N(f) priva di quadrati. Se:
=16

¢ la fattorizzazione della norma di f in prodotto di fattori irriducibili in Q(z),
allora:

7 = [IMCD(f(2), Gix)

¢ la fattorizzazione di f in prodotto di fattori irriducibili in Q(«)[z].

Dim. Dimostriamo intanto che i massimi comun divisori g; = (f, G;) sono
irriducibili. Se h; € Q(a)[z] & un fattore non banale di g;, allora lo & anche di
G; e dunque G; = h;k;, per un certo k;. Passando alle norme, G; = N(G;) =
N (h;)N(k;), e per lirriducibilita di G;, una delle due norme deve essere una
costante, e dunque uno dei due polinomi, e percid anche 'altro, appartiene a
Q(z); ma cio contraddice lirriducibilita di G; in Q[z]. Inoltre i g; sono distinti
perche tali sono i G;.

Se f = [I;h; & la fattorizzazione di f in fattori irriducibili in Q(«)[z]

abbiamo:
=[Ny =]] G
j i

Per il Lemma 4.43 N(h;) & una potenza di un polinomio irriducibile, e ogni
N(h;) deve dividere N(f). Ma N(f) e priva di quadrati, e pertanto N(h;)
¢ uno dei fattori irriducibili di N(f), e dunque eguaglia uno dei G;. Inoltre,
(N(hi),N(hj)) =1 se i # j, sempre per il fatto che N(f) & priva di quadrati.
Per I'unicita della fattorizzazione segue allora che a meno dell’ordine gli h; e i
gi sono uguali.

Se N(f) ha radici multiple possiamo utilizzare il seguente risultato.

Teorema 4.45 Sia f(x) € Q(«)[z] un polinomio di grado n privo di quadrati.
Allora esistono al piv ") ) —1 interi s tali che N (f(z—sa)) ha radici multiple.
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CAPITOLO 4. Fattorizzazione di polinomi

Dim. Se B1, B, .., By sono le radici di f(z), allora 3; + s, i = 1,2,...,n,
j=1,2,...,m sono le radici di N(f(z — sa)). Le radici multiple sono quelle

per cui 3; + saj = By + sy, con i # k e j # t, ovvero quelle per cui s =
% Le coppie (ordinate) dei 8 sono in numero di n(n — 1), quelle degli «
in numero di m(m — 1), e due coppie (B, 3;) e (o, ;) danno per s lo stesso

valore delle coppie (5;, Bk) e (at, «j). L'intero s puo allora assumere al massimo

n(n—l);n(m_l) < (m;y valori. ¢

Per fattorizzare f(x) si procede allora come segue.
1. Se f non & privo di quadrati, sostituiamo f con f/d, dove d = (f, f').
2. Cerchiamo un intero s tale che N(f(z — s«)) sia priva di quadrati.

3. Fattorizziamo N (f(z — sa)) in Q[z]:
N(f(o = se)) = [[ Hila).
4. Per il Teorema 4.44,
flx —sa) = H MCD (H;(z) f(z — sa))

e la fattorizzazione completa di f(z — sa) in Q(a)[x].
5. Con la sostituzione z — x 4+ sa abbiamo infine la fattorizzazione completa
di f(x):
f(z) = [[MCD(H;(z + sa), f(z)).
i
Esempio. Sia K = Q(v/2), e sia:
fl@) =2 — (1 +V2)2? + V22 — V2 - 2.
1l polinomio minimo di v2 & p(y) = y? — 2, e la norma di f(z) &

N(f) = Rylp(y), f(z,y))
= 25 —24° — 2t — 227 + 42 + 2
(2% — 22 — 1)(z* — 2),
e dunque N(f) e priva di quadrati. Posto:
Gi(z) = 2° — 2z — 1, Go(z) = z* — 2,
abbiamo:
(f(2), Gi(2)) =2 =1 = V2, (f(2),G2()) = 2° + V2,

da cui la fattorizzazione:

f(z) = (z—1-V2)(2* +V2).

146



4.11. Fattorizzazioni in un ampliamento

Nota bibliografica

Per il metodo di Kronecker si veda [A], p. 159. Campi finiti e metodo di
Berlekamp sono trattati un po’ dovunque, in particolare in [C] 1I-12, [McE]
Cap. 6 e 7, [LN] Cap IV e [DST], §4.2; in quest’ultimo volume viene anche
discusso il lemma di Hensel, come pure in [Kn|, p. 439, es. 22. Per il §4.5 ci
siamo basati su [DST], §4.1; da qui (p. 131) & preso anche '’esempio dei due
polinomi visto all’inizio del paragrafo. Per le maggiorazioni dei coefficienti di
un fattore, [CA] p. 259 e [Kn], p. 438, es. 20.
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Capitolo 5

La trasformata di Fourier
discreta

5.1 Radici dell’unita

Le radici n—esime dell’unita sono le radici del polinomio z™ — 1 nel campo
complesso; sappiamo che queste sono tutte distinte in quanto il polinomio e
primo con la propria derivata, e che si ottengono tutte come potenze di una di
esse, una radice primitiva w = 2™/, Queste radici sono dunque:
Lw,w?, ..., w1,

con w" = 1. (Ricordiamo che le w* primitive sono quelle per cui (k,n) =1, e
sono percid in numero di ¢(n), dove ¢ & la funzione di Eulero). Avendo la radice
1, il polinomio 2™ — 1 & divisibile per z — 1, con quoziente 1+ +z%+-- -+ 2"~ 1,
e dunque tutte le w¥, con k # 0 (o meglio k& #Z 0 mod n) soddisfano 'equazione:

l+z+a®+-+2" ' =0. (5.1)

In particolare, per x = w vediamo che la somma di tutte le radici n—esime
dell’unita & uguale a zero: 14+w+w?+---+w""! = 0. Inoltre, essendo |w| = 1

& wh =1, e percio whw* = [w*|? =1, da cui
1
—k —k
W = — =w ". 5.2
wk (52)

Facciamo uso delle (5.1) e (5.2) per dimostrare il seguente teorema, che mal-
grado la sua semplicitd sard di fondamentale importanza in tutta la nostra
discussione.

Teorema 5.1. 57 ha:

n—1 — .
Z whimhi — { n, se h =k mod n; (5.3)
j=0

0, altrimenti.
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CAPITOLO 5. La trasformata di Fourier discreta

Dim. Tenuto conto della (5.2), la somma della (5.3), scritta per esteso, vale
1w 2=k L. (=1 (h=h)

Se h = k mod n, questa & una somma di n volte 1, e dunque vale n. Altrimenti,
w"* & una radice n—esima dell’unita diversa da 1 e dunque soddisfa la (5.1);
la somma vale percio 0.

Le (5.3) si chiamano relazioni di ortogonalita.

5.1.1 Interpolazione nelle radici dell’unita

Un polinomio u(x) = ug + w1z + - - + up_12" ! di grado inferiore ad n & uni-
vocamente determinato quando si conoscono i valori zg, z1,...,2,_1 che esso
assume su n punti distinti xg, £1,...,2p—1. Il polinomio si pud dunque rappre-
sentare in due modi:

i) mediante la n—pla dei suoi coefficienti:

U= (UQy ULy -y Up—1);
i1) mediante la n—pla dei valori assunti sugli n punti z;:
z2=1(20,21y-+y2n-1)-
Noti gli z; possiamo risalire agli u; risolvendo il sistema:
Up + U1 T + Uzt - - + un_lx?_l =z, (5.4)

nelle incognite u;, + = 0,1,...,n — 1, che ammette una ed una sola solu-
zione in quanto il suo determinante ¢ il Vandermonde degli z;, ed ¢ quindi
non nullo perche gli x; sono distinti. La soluzione si puo dunque trovare con
la regola di Cramer. Nel caso in cui gli x; sono le radici dell’unitad possia-
mo pero risolvere il sistema diversamente, facendo uso delle relazioni di orto-
gonalitd (5.3). Consideriamo gli z; come coefficienti di un nuovo polinomio
v(z) = 20 + 210 + - - + 2, 12" '; allora la k—esima incognita uy, & il valore del

polinomio %v(x) nel punto @"*, come dimostra il teorema seguente.

Teorema 5.2 Sia u(z) un polinomio del quale si conoscono i valori nei punti
w', 1 =0,1,...,n — 1. Allora i coefficienti ug,uy,...,up—1 di u(x) sono dati
da:

1
U = E(zo + Zlmk + ZZEWC +---+ znflm(nil)k)v (55)

k=0,1,...,n— 1.
Dim. Consideriamo il sistema (5.4) con z; = w":

(n—1)i

ug + ulwi + u2w2i + -t upw =z, (56)
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5.1. Radici dell’unita

moltiplichiamo ’equazione numero 0 per 1 = @, la numero 1 per @W*, la numero

2 per w2k ecc.. e sommiamo le equazioni cosi ottenute; otteniamo:
b ) )

n—1 ) n—1ln—1 ) ) n—1 n—1 ) )
Z Ziﬁlk — Z Z uhwzhmzk — Z up, Z wzhmzk‘
=0 =0 h=0 h=0 1=0

Per le relazioni di ortogonalita (5.3) I'ultima somma vale zero per h # k. Resta
allora solo il termine uy, Z?:_ol w*w'*, nel quale, sempre per la, (5.3), la somma,

vale n. Il risultato segue. <
Nota. Si osservi che il termine costante ug di u(z) € la media dei valori z;.

Il passaggio dalla n—pla z alla u dato dalla (5.5) si chiama trasformata di
Fourier della z, e i coefficienti u, si chiamano coefficienti di Fourier della z !
Per sottolineare la differenza con il caso classico, la (5.5) si chiama trasformata
di Fourier discreta (DFT)2.

La matrice del sistema (5.6) & la

1 1 1 ... 1
1 w w? .. w” !
F = Fn B 1 'LU2 w4 . ’w2(n_1)
1 wn1 w2(n—1) ,w(n—l)(n—l)

che prende il nome di matrice di Fourier. E’ la matrice di Vandermonde delle
radici n—esime dell’'unitd, che in questo caso & una matrice simmetrica. Per
la (5.3) le colonne v, k = 0,1,...,n — 1, di questa matrice sono vettori (del-
lo spazio C™ delle n—ple di numeri complessi) ortogonali rispetto al prodotto
scalare hermitiano (z,y) = Z;-"”;Ol x;7; (ortonormali se si divide per /n); sono
poi indipendenti (sia per 'ortogonalita, sia percheé si tratta di una matrice di
Vandermonde). Per gli uj della (5.5) si puo allora scrivere:

(Zavk)

U =
(Uka Uk) ’

e dunque il vettore ugv € la proiezione del vettore z sulla retta del vettore vy.
Nella base {vy} il vettore z si scrive:

Z=uUp+uUv1+ -+ Up_1Vp_1.

!Piti precisamente il passaggio dalla z alla u si dovrebbe chiamare trasformazione di Fourier,
riservando alla u il nome di trasformata. Ma quella da noi usata € la terminologia stabilita
dall’uso.

2 Acronimo dell’inglese Discrete Fourier Transform.
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CAPITOLO 5. La trasformata di Fourier discreta

L’inversa F~! della F esprime il passaggio dagli z; agli u;, ed & la matrice del
sistema (5.5). Basta allora prendere i coefficienti della F' e cambiarli nei loro
coniugati (cioe, per la (5.2), nei loro inversi) dividendo poi per n:

La DFT della n—pla z si esprime allora come?:

Flz=u.

La matrice U ottenuta dalla F' dividendo ogni elemento per la propr1a norma
/1 & unitaria®, cioe la coniugata della trasposta ¢ uguale all’inversa: U =U" L
infatti, per le relazmnl di ortogonalita (5.3):

1 —

Ul = —F —F =F. F F.-F7l'=1
\/_ \/_

Ancora in virtu delle (5.3) si ha che U? & la matrice:

100 ... 0
000 ... 1
T= : S )
001 0 O
010 ...0

e poiche 72 = I ¢ U* = 1. In particolare, gli autovalori di U sono le radici quarte
dell’unita 1,4, —1, —i con le opportune molteplicita, e dunque gli autovalori della
F sono, a meno del fattore \/n, le radici quarte dell’unita.

In uno spazio vettoriale reale di dimensione finita la lunghezza di un vettore & definita
come la radice quadrata della norma, cioé della somma. dei quadrati delle componenti
del vettore. Nel caso della dimensione infinita consideriamo il sottospazio costituito dai
vettori per i quali la serie dei quadrati delle componenti converge ad un numero finito
(spazio di Hilbert); la radice quadrata di questo numero sara allora per definizione la
lunghezza del vettore. Se ora consideriamo lo spazio delle funzioni reali definite in un
intervallo [a, b], una funzione f = f(x) di questo spazio si pud pensare come un vettore
ad una infinitd continua di componenti (i valori della f nei punti dell’intervallo), e
la serie di cui sopra viene sostituita da un integrale. Lo spazio di Hilbert sara allora
costituito dalle f per le quali esiste finito 'integrale fab f(x)?dz (funzioni a quadrato
sommabile). Ci interessiamo ora all’intervallo [0, 27], e alle funzioni:

1, cos(kx), sin(kz),

3Per non appesantire la notazione, denotiamo ancora con z il vettore colonna formato dagli
elementi della n—pla z, e non con z* (dove ¢ indica la trasposta), come sarebbe piii opportuno
fare. Ci atterremo a questa notazione anche nel seguito.

*Alcuni autori chiamano matrice di Fourier questa U, altri la U, e trasformata di Fourier
la (5.6), cioé quella data dalla F'.
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5.1. Radici dell’unita

per k =1,2,.... Per queste funzioni si ha:

2m 2m 2m
/ 1%dr = 27r,/ cos? (kx)dx = / sin?(kz)dr =,
0 0 0

per ogni k, e dunque si tratta di vettori di lunghezza /2w, /7 e /7, rispettivamente.
L’integrale del quadrato ¢ il caso particolare per g = f del prodotto scalare:

27

(f,9) = f(z)g(z)dz.

0

Rispetto a questo prodotto le funzioni precedenti sono ortogonali:
(1,cos(kx)) =0, (1,sin(kz)) = 0, (cos(kx), sin(kz)) =0,

per le note proprieta degli integrali delle funzioni trigonometriche.
Sotto opportune ipotesi, una funzione f periodica di periodo 27 si puo sviluppare
in serie di Fourier nell’intervallo [0, 27]:

f(:v):%+alcosa:+blsina:+---+akcoska:+bksinkm+---.

I coefficienti a e by sono i coefficienti di Fourier della f. Per ottenere uno di questi

coefficienti ay, (by) si moltiplicano i due membri dell’uguaglianza per il coseno (seno)

corrispondente e si integra poi da 0 a 2w. Per l'ortogonalita, tutti i termini nella

serie vanno a zero, meno quello che contiene il coefficiente cercato, termine che vale
21 2 .

ag fo cos?(kz), e analogamente per by. Ad esempio,

f02ﬁ f(z)sin(z)de 1 [*" .
by = ra— = — x) sin(x)dzx,
Jo " sin®(x) ™Jo (<) sin(a)

ovvero, in termini di prodotto scalare e pill in generale:

__ cos(ke)) —_ (fsin(kz))
~ (cos(kz), cos(kz))’ ¥~ (sin(kz),sin(kz))’

Come nel caso finito, gli addendi della serie di Fourier della f sono allora le proiezioni
della f, pensata come vettore dello spazio di Hilbert, sulle rette sostegno degli infiniti
vettori 1, cos(kx) e sin(kz). (Si osservi che un coefficiente come ay, ¢ il valore di r che
minimizza la differenza f(z) — r cos(kz); infatti f(x) — ay cos(kz) & la lunghezza del
segmento di perpendicolare che proietta la f sulla retta per cos(kx)).

Per ’identitd di Eulero e*? = cos(jx) + isin(jz), dove i ¢ 'unitd immaginaria, lo
sviluppo in seni e coseni equivale allo sviluppo:

—+o0
flz) = Z cjeiT;
j=—o0

si ha infatti, da quest’ultima uguaglianza,

o0

o0
flz) = Z(cjeij”” +c_jeT %) = 2¢o + Z(Cj + c_j) cos(jz) + i(c; — c—j)sin(jz),
Jj=0 j=1
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CAPITOLO 5. La trasformata di Fourier discreta

e i due sviluppi sono uguali per a; = ¢; +¢; e bj =i(c; —c—;). I ¢; sono i coefficienti
di Fourier della f in questo nuovo sviluppo. Nel caso di uno spazio complesso di
dimensione finita n il prodotto scalare e il prodotto hermitiano:

n
(uv ’U) = Z Y,
i=0

(dove x; e y; sono le coordinate di u e v, rispettivamente). Nel nostro caso:

2m

(f9) = f(z)g(x)dz.

0

Rispetto a questo prodotto le funzioni 1,e*** sono ortogonali:

2 ; oo . 27, se k=j;
/ 1-e*%dy =0, / etk T gy = { ’ A Ji
0 0 0, sek#7j.

(si ricordi che elit = e~%7). Queste relazioni di ortogonalita, e le analoghe per seni e
coseni viste prima, corrispondono alle (5.3) del caso discreto.

Per determinare un coefficiente ¢ si procede analogamente a quanto gia visto
moltiplicando f(z) e il suo sviluppo per e~**? e integrando poi da 0 a 27. Tenendo
conto delle relazioni di ortogonalita si ottiene:

1 27

Ck =5 | f(x)e ™ du,

OVVero: '
_ (f(z),e™7)

- (eikm,eikm) )

e addendo ce®? della serie risulta essere la proiezione sull’ ”asse” e*** della funzione
(del vettore) f(z).

Quanto visto con la DFT e la versione discreta del caso classico che abbiamo ora
discusso. La serie del caso discreto € una serie finita, cioeé un polinomio, e la moltiplica-
zione per e~ *?® seguita dall’integrazione da 0 a 27 diventa moltiplicazione per @W*, cioe
per w™*, seguita dalla somma da 0 a n. Pili precisamente, la versione discreta & 'usuale
approssimazione, col metodo del trapezio, dell’integrale che da ¢ quando si prendono
un numero finito di valori della f(x) su punti opportunamente scelti. Ricordiamo che
nel metodo del trapezio si suddivide 'intervallo [a, b] in parti uguali mediante i punti
a=xy,21,...,T, = b, el’area f: g(z)dz sottesa dalla curva y = g(z) si approssima con
la somma delle aree dei trapezi di vertici (zg,0), (zx, 9(zk)), (Tr+1, 9(Tk+1)), (Tk+1,0).
Questa somma vale:

P8 lgta) + 90 + Y gla)

Nel nostro caso per I'integrale che da ¢ abbiamo g(z) = f(z)e ", cona = 0e b = 2.
Prendiamo z; = 2%7; poiche la f(z) & periodica di periodo 27, & f(27) = f(0), e dunque
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5.0. Convoluzione

con zj = f (2%) abbiamo il seguente valore approssimato di c:
1 271 o
&, = —-—(=-22 zje k5

k o (2 o+ ]2—1: j )

1 - ;
= E(ZO + szwf’“),
=0

27i

dove w = e™ . I ¢ cosi ottenuti sono proprio gli u; della (5.5).

5.2 Convoluzione

Siano u = (ug, U1,...,Up—1) € v = (vo,v1,...,0,—1) due n—ple di numeri com-
plessi. 11 prodotto di convoluzione o semplicemente la convoluzione delle due
n—ple, e che si denota con u * v & la n—pla che ha come coefficienti

ck = Z u;v;, (5.7)

i+j=k mod n
k=0,1,...,n — 1. In forma esplicita:
) = UQUQ + U1VUp—1 + U2Up—2 + -+ + Up—101,
Cl = UQUI + U1V0 + U2Up—1 + =+ + Up—10V2,
(5.8)
Cn—1 = UUn—1 + UIVp—2 + U2Vp—3 + - -+ + Up_1 0,
OVVero:
u*xv = Mu,
dove M & la matrice dei v;. La (5.7) si puo anche scrivere:
n—1
Ck =) Uilk—i, (5.9)
i=0

prendendo gli indici modulo n. Siano ora z = Fu e x = Fu; il k—esimo
coefficiente di z e di x &, rispettivamente,

n—1 n—1
2z = Z uswh, ) = Z vew™. (5.10)
s=0 t=0

Consideriamo la convoluzione z * x; per il k—esimo coefficiente di questo pro-
dotto si ha:

n—1 n—1 n—1 ) n—1 )
Yp = Z ZiTp—i = Z(Z usw'® - Z w0 (5.11)
=0 =0 s=0 t=0
n—1 n—1 ) ) n—1
= Z ugvpwkt. Z whw t =n Z usvswk?,
5,t=0 =0 s=0
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CAPITOLO 5. La trasformata di Fourier discreta

dove l'ultima uguaglianza segue dalle relazioni di ortogonalita. Vediamo allora
che il k—esimo elemento della n—pla z*xx ¢ uguale a n volte il k—esimo elemento
della n—pla F(u - v), dove il prodotto u-v & la n—pla (ugvy, u1v1, ..., Up—105—1),
cioe la n—pla dei prodotti termine a termine. Dunque,

F(u) x F(v) =nF(u-v). (5.12)

Da questa uguaglianza si deduce una regola per il calcolo della convoluzione.
Si ha infatti, dalla v = F(F~'u), e analogamente per v,

uxv=F(F ')« F(F~'v) = nF[(F~'u) - (F~ )], (5.13)

ovvero, il calcolo di una convoluzione si ottiene mediante due trasformate di
Fourier pit, una trasformata inversa. Dalla stessa formula, o direttamente dalla
(5.9), si ha anche che u * v = v x u, cioé che il prodotto di convoluzione tra due
n—ple di numeri complessi ¢ commutativo. La (5.13) si pud anche scrivere:

F~l(uxv) =nF~(u) - F71(v),

ovvero, a meno del fattore n, la trasformata di Fourier del prodotto di convolu-
zione ¢é il prodotto componente per componente delle trasformate dei fattori.

Il prodotto di convoluzione di due n—ple u e v nasce nel modo seguente.
Consideriamo le due n—ple come le n—ple dei coefficienti di due polinomi u e
v in w di grado n — 1:

-1
u = ugtuw+-crFupqwt T,

n—1

v +viw+ -+ U W

Tenuto conto del fatto che w™ = 1, il prodotto uv dei due polinomi e il polinomio
in w che ha ancora grado n — 1 e che ha come coefficienti i ¢ della (5.9).
Anche il prodotto di due polinomi in una indeterminata z si pu® ottenere
come una convoluzione. La cosa non si puo tuttavia fare direttamente: se g
e h sono due polinomi di grado n — 1, la convoluzione delle n—ple dei loro
coefficienti &€ ancora una n—pla, mentre il prodotto gh € un polinomio di grado
2n — 2, e dunque i suoi coefficienti formano una (2n — 1)—pla. Si ricorre allora
ad un artificio: si considerano g ed h come polinomi di grado apparente 2n — 2,

aggiungendo gli n — 1 monomi 0 -z, 0- 2"+, ..., 02" 2
u = (U'Oaula"'aun—launaun-l—la"'au2n—2)a
= (V0,V15+++sVn—1,VnsVni1,---,V2n—2),

con u; = v; = 0, per i > n. Dalla (5.7), con 2n — 1 al posto di n si ha che
i termini w;v; con ¢ + j > 2n — 1 sono tutti zero, in quanto uno almeno tra
i e j deve essere > n (altrimenti ¢ + j < 2n — 2) e dunque il corrispondente
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5.0. Convoluzione

u; 0 v; € zero. La (5.7) diventa allora ¢ = Eiﬂ-:k u;vj, che ¢ la formula che
da il coefliciente k—esimo del polinomio prodotto di g e A. In questo modo, il
prodotto di due polinomi si ottiene per convoluzione dei loro coefficienti.

Vediamo ora come i coefficienti y, del prodotto di convoluzione z * x dati
dalla (5.11) si possono ottenere operando un’opportuna trasformazione lineare
su z. Essendo i v 1 coefficienti di Fourier della z = Fv abbiamo:

2

Vg = Tg + T1W° + ToWS -+ -+ xnflﬁ(”*l)s,

0, in forma equivalente,
n—1)s

2
Vs = T + Ty 1w + Tp_ow? + -+ + zw!

Poniamo zy = ag, £n_; = a;; si ha:

nvg = ag + ajw® + a2w28 NI an_lw(n—l)s‘
Se:
f(=z) :ao+a1I+---+an,1x”_1, (5.14)
allora:
n—1 n—1
g = nYy uwaw =Y nu, - ugwh
5=0 5=0

n—1
= Zf(ws)us-wks.
5=0

I termini f(w*)us sono le componenti del vettore Az ottenuto trasformando z
mediante la matrice:

ag ay ay ... Qap-—1
apn—1 aQp ap ... QaGp—2
A= A _ : (5.15)
aq as az ... a

I1 risultato contenuto nella (5.11) si puo allora esprimere nel modo che segue:

Teorema 5.3. Se ug,ui,...,un_1 Sono i coefficienti di Fourier di z, e se
2 = Az, dove A ¢ la matrice 5.15, allora i coefficienti di Fourier di 2z’ sono:

uUf(]-)a ulf(w)a s 7usf(ws)7 s 7un71f(wn71)7
dove f(z) € il polinomio (5.14).
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CAPITOLO 5. La trasformata di Fourier discreta

5.3 Matrici circolanti

Una matrice come la (5.15) si chiama circolante: le sue righe si ottengono
permutando circolarmente la prima. Si scrive:

A = circ(ag, a1, .., ap—1).
Si osservi che una matrice A = (a;;) € circolante se e solo se a;; = a@;y1,j+1

(indici mod n). Il Teorema 5.3 dice che se A & una tale matrice, allora v’ =
F7'2 = F7'Az = F7'AF (u) = {usf(w®)}, cioe:

ug f(1) o
FflAF U:I _ f(w) ‘ u‘l ’
Up—1 f(wn_l) Un—1

e poiche cio vale per ogni n—pla u e ogni matrice circolante A, il Teorema 5.3
si puo enunciare in questo modo:

Teorema 5.4. La matrice di Fourier F' = F,, diagonalizza tutte le matrici
circolanti n X n:

FlAF = N , (5.16)
fw™1)

dove A =circ(ag,a1,...,an—1) € f(x) & il polinomio (5.14).

Abbiamo visto che le colonne vg,v1,...,v, 1 della matrice F' formano una
base dello spazio vettoriale di dimensione n sui complessi C”; la F' & dunque la
matrice che fa passare dalla base (1,0,...,0),(0,1,0,...,0), ...,(0,0,...,0,1)
dello spazio C™ alla base {v;}. Il Teorema 5.4 dice allora che se ¢ & la trasfor-
mazione lineare che nella base standard & rappresentata dalla matrice A, allora
nella base {v;} la ¢ e rappresentata dalla matrice diagonale (5.16). In altri
termini, ¢(v;) = f(w')v;, ovvero gli autovettori di una qualunque matrice cir-
colante A sono le colonne v; della matrice di Fourier (essi non dipendono cioé
da A), e gli autovalori corrispondenti a vg,v1,...,v,—1 Sono, rispettivamente,

f(), f(w),...,f(w" 1), dove f(x) ¢ il polinomio (5.14).
Nota. 1. I numeri f(w’) possono non essere tutti distinti.
2. La matrice M dei v; della (5.8) & circolante.

Sussiste anche il viceversa del Teorema 5.4.
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5.5. Matrict circolanti

Teorema 5.5. Sia D = diag{\o, A1,..., A\n—1} una matrice diagonale (con i \;
non necessariamente tutti distinti). Allora la matrice A = FDF~' ¢ circolante.

Dim. Esiste ed & unico il polinomio f(z) di grado al pit n — 1 che vale )\;
su w’. Per il Teorema 5.4, la matrice circolante A =circ(ag, a1, ... ,a,—1), dove
gli a; sono i coefficienti di f(x), & tale che:

F'AF = diag{f(1), f(w),... ,f(wn_l)}.

Ma questa matrice diagonale & proprio la matrice D, e il risultato segue.

Dalla (5.16) si ha det A = [[I- f(w") e poich¢ i numeri w’ sono le radici
di 2™ — 1 si ha:

Teorema 5.6. Il determinante di una matrice circolante ¢ il risultante:
n—1
detA = R(z" — 1, f(z)) = a4 H (" — 1),
1=0

dove f(x) é il polinomio (5.14) e «; le sue radici.

Siano ora A = circ(ag,ay,...,a,—1) € B = circ(by, by, ..., b,—1) due matrici
circolanti. La prima riga del prodotto AB & la n—pla (¢, c1, ... ,cn—1), dove:
cp = agbg + albn,l + agbnfg + -+ an,lbl,
c1 = aobi +aiby + agbp—1 + -+ an—1ba,
Cn—1 = agpbp_1+aiby_o + asbp_3+ -+ ap_1bo.

Ricordando la (5.8) si riconosce qui la convoluzione a * b. La seconda riga di
AB ha come elementi:

/
g = ap—1by + aobp_1 +arby_o + -+ ap_2b1,
/
¢, = ap—1b1 +apby +arby—1 + -+ + ap—2ba,
/
Cno1 = ap1bp 1+ apby 2+ arb, 3+ -+ a, 2bo,
e quindi ¢y = ¢p—1,¢] = ¢, ¢y =c1,...,¢),_1 = ¢p—2. Le prime due righe di AB
sono allora:
Cop ct Cy ... Cp-1
AB = Ch—1 Co €1 ... Cp-2
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CAPITOLO 5. La trasformata di Fourier discreta

Analogamente, ¢j = ¢,—2,¢] = ¢p—1,...,¢h 1 = cp—3, ecc. Si vede cosi che AB
¢ la matrice circolante circ(co, c1,...,cp—1). Dunque:

Teorema 5.7. Il prodotto di due matrici circolanti di numeri complessi é
ancora circolante.  Inoltre, questo prodotto é commutativo perche tale € la
convoluzione.

Tra le matrici circolanti gioca un ruolo particolare la matrice:

01 0 ... 0
001 ...0
0 = oo oo
000 0 1
10 0 ... 0
Se u = (up,u1,...,u,—1) € un vettore, si ha ou = (uy,ug,...,up_1,up); la o

determina dunque sui coefficienti la permutazione circolare (che indichiamo con
lo stesso simbolo o usato per la matrice):

(01 2 ... n—=2 n-1
“\1 23 ... n-1 0 )
che scriviamo anche come o = (0,1,2,...,n—1). Siosservi che 0=! = ¢"!, sia
per la matrice che per la permutazione, e che per la matrice 0~ = o’. Inoltre,

per ogni matrice A = (a; ;) si ha 07" Ao = (@j41,j+1) (indici mod n), in quanto
Ao si ottiene da A permutando le colonne secondo la permutazione o (la prima
prende il posto della seconda, la seconda della terza,. .., 'ultima della prima):
dunque, I'elemento a; ; va nell’elemento a; ;1. La moltiplicazione a sinistra per
o~ ! permuta le righe secondo lo stesso principio. Dunque, ajj va in a;q1 41
con o' Ao.

Poiche o & circolante, anche le sue potenze lo sono (Teorema 5.7). Ora, se
A & una matrice circolante qualunque si ha Ao = oA, in quanto due matrici
circolanti permutano. Viceversa, sia A una matrice che permuta con o; allora,
oc~'Ac = A, e pertanto, per quanto visto sopra, a;j = Gj41,4+1- In altre
parole, A ¢é circolante se e solo se permuta con o. Questo fatto si puod vedere
come caso particolare del seguente. Poiche le potenze di o si ottengono da
o spostando verso l'alto la diagonale degli 1, si vede facilmente che se A =
circ(ag, a1, ...,a,—1), allora A & un polinomio in o:

A=ap+aio+aw?+ - +a, 10" ",
e viceversa, se A e di questa forma, poiché ogni addendo & circolante & chiaro
che anche A lo &. Dunque, A ¢ circolante se e solo se ¢ un polinomio in o.
Per la matrice o, il polinomio (5.14) & f(z) = x, e dunque dalla (5.16) si ha

che gli autovalori di o sono le radici n—esime dell’'unita 1,w, ..., w" "',
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5.4 La trasformata di Fourier rapida (FFT)

11 calcolo di un polinomio in un punto richiede, col metodo di Horner (Cap. 1,
§1.3) n moltiplicazioni; se si vogliono i valori del polinomio in n punti sono allora
necessarie con questo metodo n? moltiplicazioni. L’interpolazione in n punti
richiede anch’essa un numero di moltiplicazioni dell’ordine di n?, come pure,
come si vede dalla (5.8), la convoluzione. Se gli n punti sono le radici n—esime
dell’unitd 1, w, ..., w™ !, Pinterpolazione si riduce, come visto nel Teorema 5.2,
al calcolo di un polinomio negli n punti 1,7,...,@W" "', e cosi pure, per via
della (5.13), la convoluzione, in quanto la trasformata di Fourier ¢ il calcolo di
un polinomio nelle w*. Se ora m & una potenza di 2, n = 2!, questo calcolo
si pud organizzare in modo da ridurre il numero di operazioni®da n? a nlogn.
Per questo motivo, al procedimento che ora illustreremo viene dato il nome di
trasformata di Fourier rapida (FFT).% Osserviamo che la n—pla 1,@,...,w" "
coincide con la n—pla 1,w" 1, ..., w, e dunque il calcolo nelle W* coincide con
quello nelle w* a meno dell’ordine.

Si vogliono dunque il valori di un polinomio di grado n — 1:

f(z) =ap+ a1z + asz® + - + a, 12" "

=1 con n = 2. L’osservazione da fare ¢ che essendo

nei punti 1,w,w?,...,w
n pari, il quadrato di una radice n—esima dell’unita ¢ una radice §—esima, in
quanto:

(W)t =w = 1.

Per sfruttare quasto fatto, scriviamo il polinomio separando le potenze pari da
quelle dispari:

n—2 n—2

flz) = (ao+ ang +et an—2x27) + z(a1 + a3(II2 4+ an_leT)
= [1(@®) +zfo(z?) = fily) + zfa(y),

riducendo cosi il calcolo di f(x) nelle radici n—esime dell’unita a quello di due
polinomi fi(y) e fa(y) di grado § — 1, nelle radici §—esime dell’unita, pi n
moltiplicazioni (quelle di = per fa(y)).

Essendo n una potenza di 2, il procedimento si puo ripetere su fi e fo,

ottenendo:
f(x) = fu(2) + yfi2(2) + z(f21(2) + yfa2(2)),

e cosi di seguito. Arriviamo in questo modo a 2/~! polinomi di primo grado, e
infine a n = 2! polinomi di grado 0, cioé le costanti a; coefficienti del polinomio
di partenza f(z), da calcolare nelle radici 1—esime dell’unita, cio¢ in 1. Ma

SPer “operazioni” intendiamo d’ora in poi le moltiplicazioni.
6 Acronimo dell’inglese Fast Fourier Transform.
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CAPITOLO 5. La trasformata di Fourier discreta

trattandosi di costanti, il valore & sempre a;, cioé non vi sono operazioni da
fare.

Esempio. n = 8.

flx) = ao + a1z + asx® + azz + - + arx’
= (ap+ asz?® + aszt + agz®) + z(a; + asz? + aszt + a7$6)
= ap+aszt + $2(a2 + agz”) + z(ag + aszt + $2(a3 + a7:1:4))
= ag +2*(as) + 2%(ag + 2*(ap)) + z(ay + 2*(as) + 2% (a3 + z*(a7))).

%)
Y

Abbiamo cosi due polinomi di grado 3 = % — 1 in z?; posto 22 = y si ha:

fi(y) = ao + azy + asy® + agy®, foy) = a1 + asy + azy® + ary’.

Ognuno dei due si spezza in due polinomi di grado 1 = % —1in 42, (e dunque
in z4); posto z = y? si ha:

f11(2) = ap + asz, fi2(z) = az + asz, fo1(2) = a1 + asz, for = az + arz,

e ognuno di questi in due polinomi di grado 0 = % — 1, in tutto otto, che sono
gli otto coefficienti del polinomio. Scriviamo allora:

f(z) = ao+ asz + ylas + agz) + z(a1 + a5z + y(asz + a7z)).

Per ogni valore di z = 1,w,...,w" !, z = 2* & una radice quadrata dell’unita,

e dunque z = +1 (ed entrambi i valori sono assunti: per z = w* & z = +1 a
seconda che k sia pari o dispari). Vi sono dunque da fare 4 prodotti per —1 e
1, e dunque 8 prodotti (ma vedi oltre). Analogamente, y ¢ una radice quarta,
e dunque y = 1, —1,%, —¢. Per ognuno di questi valori di y abbiamo un valore
di z = y? e quindi un solo prodotto y(as + agz); analogamente per y(as + azz),
e percio in tutto 8 prodotti. Resta il prodotto per z, da fare 8 volte, una per
ogni radice dell’unita. In totale dunque 8 - 3 = 24 prodotti, cioe 8 prodotti per
ciascuno dei 3 livelli in cui si e suddiviso il calcolo.

In generale, per passare da un polinomio di grado n — 1, cioé con n coeffi-
cienti, a n polinomi di grado 0, cioé con un coefficiente, dividendo ogni volta per
2, il numero di passi che si compiono & logn. Come visto nell’esempio, occorre
fare n operazioni per ciascun passo, e dunque il costo sara di n logn operazioni.
Torneremo nel prossimo paragrafo su questo problema.

Va osservato che il costo ora considerato riguarda lo schema di calcolo, pit
che il calcolo effettivo. Nell’esempio precedente, il numero di operazioni & mol-
to inferiore a 24. Intanto, i prodotti per le radici quadrate dell’unita 1 e —1
non sono da effettuare; basta infatti prendere semplicemente il coefficiente a
da moltiplicare o il suo opposto —a. Nel computo precedente questi prodotti
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contribuivano per un numero di 14 operazioni: 1 e —1 sono infatti radici qua-
drate, quarte e ottave dell’unita, e dunque intervenivano 2 volte per z (e percio
8 volte in tutto), 2 volte per y (4 volte) e 2 volte per z. Da 24 si scende cosi
a 10 operazioni. Il prodotto per —i compare 3 volte (2 come radice quarta e
1 come radice ottava) e poiche lo z corrispondente ¢ lo stesso di quello per 7,
basta prendere I'opposto del prodotto per ¢ risparmiando 3 operazioni. Ana-
logamente, si possono evitare i prodotti per w® = —w e w’ = —w3. Restiamo

infine con le 5 operazioni:
w(ay — as),w® (a1 — as),i(ay — ag),i(az — ar),i(a; + as).

Riassumiamo il calcolo per n = 8:

f() ap+ a4 +ag +ag +a1 +as + ag + ar,

flw) = ay—aqg+i-(ag—ag)+w-((a1 —as) +i-(az —ay)),

f(w2) = a0+a4—1-(a2+a6)+i-((a1+a5)—1-(a3+a7)),

f(w®) = ag—ag—i-(az—ag) +w®- ((a; —as) —i- (a3 — ar)),
e a partire da f(w?) ritroviamo valori gia noti, ricordando che w* = —1, w® =
whw = —w, wh = wtw? = —iew = —w:

f(w4) ag+as+as+ag—1- (a1 + a5 + az + ar),

f’) = ag—as+i-(az —as) —w- (a1 —as) +i- (a3 — a)),

f(w® = ag+as—1-(az+ag) —i-((a1 +as5) —1- (a3 + a7)),

f’) = ag—as—i-(az—as) —w’- ((a1 —as) —i- (a3 — a7)).

L’ordine in cui compaiono i coefficienti del polinomio alla fine del processo &

quello che si ottiene dall’ordine iniziale operando sugli indici di ag, ay,...,0, 1
quella che si chiama la bit reversing permutation. Essa si ottiene in questo
modo. Si scrivono i numeri 0,1,...,n — 1 in base 2, usando quindi solo le cifre

0 e 1 (i bit), e si legge poi ciascun numero nell’ordine inverso. Ad esempio, per
n = 8 i numeri:
0,1,2,3,4,5,6,7,

sl scrivono:
000,001,010,011,100,101,110, 111.

Invertendo 1 bit si ha:
000, 100,010,110,001, 101,011,111,

cioe la successione:

0,4,2,6,1,5,3,7,
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come appunto visto nell’esempio.

La bit reversing permutation, che denotiamo per n numeri con P,, si puo
ottenere ricorsivamente in questo modo (algoritmo di Buneman): ottenuta la
P,, la Py, si ottiene raddoppiando i numeri nell’ordine dato dalla P, (ottenendo
cosl 1 primi n numeri, i pari) e aggiungendo 1 a ciascuno di questi (ottenendo i
restanti numeri, i dispari). Cosi, partendo da n = 2,

}

042651537

$ %2
084122106142 19513311715

ecc. Che lalgoritmo funzioni si vede facilmente in questo modo. Sia m un
intero, m € {0,1,...,n — 1}, e sia:

m =aiagz---ap
la scrittura binaria di m (a; = 0,1). Allora:
P(m) =a,---agaq,

e raddoppiando:
2P(m) = ay - - - a2a,10,

che & l'inversa di

m = Oayasg - - - ar, (5.17)
considerando m come elemento di {0,1,...,2n — 1}. Sinoti che, poiché comin-
ciano con 0, i numeri (5.17) descrivono i primi n numeri di {0,1,...,2n — 1}.

Inoltre:
2P(m) +1=a,---aga11,

che & 'inversa di:

m = lajasz - - - ay,

descrive gli ultimi n numeri di {0,1,...,2n — 1}.

Gli a; che compaiono nell’output dell’algoritmo sono i coefficienti delle po-
tenze ' (con lo stesso 7). Per ridursi alla forma che contiene solo le potenze
5,7+, 1 dizsiscrive il polinomio nell’ordine dato dall’algoritmo e si mette in
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evidenza una potenza ¥ nella somma dei monomi ayz"

apz®. Ad esempio, con n = 16, abbiamo:

con h > k che seguono

ap + astS + a4x4 +---+ a15x15,

e mettendo in evidenza come detto si ha:

ap + agz® + zY(ay + a1p2®) 4+ 2% (az + a0z + asz? + apyz'?)

+ z(...),

dove i puntini indicano la somma della riga precedente con gli indici aumentati
di 1. Si ripete poi Poperazione, ove necessario, all’interno delle parentesi (ora i
monomi non sono pitt apz" bensi ayz"~*); cosi per la parentesi che moltiplica
z? abbiamo:

as + a1pz® + $4(a6 + a14:1:8).

5.5 La complessita nlogn

Per misurare lefficacia di un algoritmo si studia il caso peggiore, quello cioe
per il quale il tempo di esecuzione & massimo (“tempo” significa qui numero di
operazioni da eseguire). Con questo approccio si cerca di stabilire la dipendenza
funzionale g(n) dell’algoritmo dal numero degli input, senza tener conto di
costanti che possono provenire dalle proprieta di particolari input, dal tipo di
esecuzione (caratteristiche del computer, ad esempio), o dal programma che
puo essere pitt 0 meno intelligente. L’ordine di grandezza della funzione g(n) &
la complessita di calcolo dell’algoritmo.

Lo schema di calcolo di un polinomio nella radici dell’unitd visto sopra
¢ di quelli che consistono nel suddividere un problema in problemi pili piccoli,
indipendenti I'uno dall’altro, ripetendo poi la suddivisione per ciascuno di questi
fino ad arrivare ad un certo numero di problemi la cui soluzione ¢ banale’. Per
trovare la soluzione del problema dato si combinano poi le soluzioni parziali con
un costo che, ad ogni passo, € lineare (ad ogni passo si visitano i dati una volta
sola).

Cosi nel nostro caso, Cj,, la complessita di calcolo per un input di grandezza
n = 2! (gli n coefficienti del polinomio da calcolare nelle n radici dell’unita), &
uguale a 2 volte quella del calcolo di 1 polinomio con n/2 coefficienti (i polinomi
f1 e f2) pitt n moltiplicazioni (quelle per le n radici dell’unita):

Cn = QC% +n,

"La tecnica di suddividere il problema in problemi pit piccoli e indipendenti va sotto il
nome di “divide et impera” (“divide and conquer” in inglese).
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con C1 = 0 (calcolo di costanti in 1). Ripetendo I'operazione con fi e fo si ha
la stessa uguaglianza con n/2 al posto di n: C% = 20% + 3, che sostituita nella
precedente da C, = 40% + 2n, e in generale C,, = kCQ% +kn. Ora, n =2 e
con k =1 si ha:

Con=kC,+1-2" =12,

in quanto C; = 0. Ne segue:
C, = 21 = nlogn.

In un problema in cui ad ogni passo occorra visitare solo la meta degli input,
come nel caso del calcolo di un polinomio nelle radici dell’unita, il calcolo ora
visto fornisce il valore %n log n.

Come abbiamo visto, il numero di operazioni in un caso concreto puo essere
inferiore a mlogn. Dicendo che un dato problema si puo risolvere effettuando
nlogn operazioni, che si tratta cioe di un problema di complessita nlogn, si
intende affermare che esso appartiene alla classe di problemi per la cui soluzione
si applica lo schema visto sopra, schema che richiede appunto n log n operazioni.
La trasformata di Fourier & uno di questi problemi.

Nota bibliografica
[AHU] Cap. 7, [BCLR] Cap. 4, [Se] Cap. 41, [St] §4.2 ¢ 5.5, [Da] e [VL] (que-

st’ultimo contiene una ricchissima bibliografia). Per le questioni di complessita
algoritmica [Se] e [BCLR].
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5.6 Appendice

La trasformata di Fourier discreta si inserisce in modo naturale nella teoria dei
gruppi abeliani (finiti) e delle loro algebre (che definiremo qui sotto). La teoria
delle rappresentazioni di questi gruppi e essenzialmente un modo di interpretare
questa trasformata, come ora vedremo.

5.6.1 L’algebra di un gruppo

Sia G ={g90 =1,91,...,9n—1} un gruppo finito (non necessariamente abeliano)
di ordine n, C il campo complesso, e sia C[G] I'insieme di tutte le funzioni:

u:G — C.

C[G] assume struttura di spazio vettoriale definendo:

(u+0)(g) = u(g) +v(g),
(au)(g) = afu(g)), e € C.

Il vettore zero di questo spazio & la funzione u che vale 0 su tuttii g € G. Una
base di C[G] e data dalle n funzioni u, cosi definite:

1, seh=g;
Ug(h):{ I

0, altrimenti.

Ogni u € C[G] si puo infatti scrivere come:

u = Z u(g)ug, (5.18)

geG

e se una tale combinazione lineare & il vettore zero, tutti i coefficienti sono zero
in quanto 0 = u(h) = 3 cq u(g)ug(h) = u(g). Si tratta dunque di uno spazio
vettoriale di dimensione 'ordine |G| del gruppo G.

In C[G] si pud poi introdurre un prodotto come segue. Se u,v € C[G], allora
sia uv I’elemento di C[G] che su g € G ha il valore definito in questo modo: per
ogni h € G si consideri h~!g e si ponga:

uv(g) = Z u(h)v(hg). (5.19)

head

E’ chiaro che se a € C allora a(uv) = (au)v = u(av). Inoltre, valgono le
proprieta associativa e distributiva, come si verifica facilmente, ed esiste un
elemento unita: la funzione che vale 1 sull’unita del gruppo e zero altrove. Si
tratta dunque di un’algebra, I’algebra gruppo del gruppo G.
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Consideriamo ora l'applicazione G — C[G] definita da g — u,. Si osservi
che
wgun(t) = 3 ug(s)un(s™'1),
e
e poiche se s # g 0 s~ 't # h i termini della somma valgono zero, resta solo il
termine per s = g e s~'t = h, cioé ¢~ 't = h. In altre parole,

)1, set=gh;
ugtn(t) = { 0, altrimenti.

e dunque, per definizione, ugu, = ugy. Gli elementi u, si combinano dunque
come gli elementi g di G, e questo fatto permette di immergere G in C[G]
mediante I'identificazione di g con u,. C[G] contiene allora una copia di G, e la
(5.18) si puo scrivere:

u = Z u(g)g. (5.20)

gelG

In questo modo C[G] diventa l'insieme delle combinazioni lineari formali degli
elementi di G, e il prodotto (5.19) estende a queste combinazioni lineari il
prodotto di G (estensione per linearitd). Piu precisamente, con u come nella
(5.20) e v = Y peqv(h)h, siha uwv = 3, cqul(g)v(h)gh. Tl coefficiente in uv
dell’elemento s di G, quando wv & scritto nella forma (5.20) & quello che si
ottiene per gh = s, cioé per h = ¢~ 's; si tratta quindi di dgec u(g)v(g™'s),
cioe del valore definito piu sopra. Si ha percio:

uy = Z(Z u(g)v(g™ts))s. (5.21)

5 g

Nota. Si osservi che dalla gh = s segue anche g = sh™!, e dunque

S ulg)olg™'s) = 3 ulsh™"yo(h).

e he@

Il prodotto (5.21) & il prodotto di convoluzione. Si ritrova quello visto nel
§5.3 considerando il caso in cui il gruppo G & ciclico, G = {1,g,¢°%,...,g" '}.
Scrivendo infatti uy, per u(g¥), e u = ?;01 u;gt, v = Z?;[} vjg’, il coefficiente

di g* nel prodotto uv secondo la (5.21) & Z?;OI u;Vg—;, come nella (5.11).

5.6.2 Gruppi ciclici

La trasformata di Fourier interpretata nell’algebra gruppo C[G] di un gruppo
ciclico G si riduce ad un cambiamento della base G = {1,¢,¢%,...,¢" '}. Lo
scopo di questo cambiamento e che il prodotto di convoluzione di due elementi,
scritti nella nuova base, si esegue componente per componente.

166



5.6. Appendice

Piu precisamente, abbiamo, come spazio vettoriale,
ClG]=C-18Cg®---®Cg" ",

e questo spazio assume una struttura di algebra mediante il prodotto di con-
voluzione (5.21). Scrivendo u = ag -1+ a1g+ -+, 19" Lewv=0-1+
Bi-g+ -+ Buo1-g" L, nel prodotto uv compaiono i termini o;B;9'¢’, i # j,
cioé prodotti di termini appartenenti a componenti diverse. Cerchiamo ora una
nuova base eg,e1,...,€n_1:

C[G] = Cey & Cey & -+ Cepn_1, (5.22)

tale che e;e; = 0 per 4 # 7, in modo che scrivendo u e v come sopra i termi-
ni o;Bje;ej, © # j, si annullino. Il prodotto di convoluzione sara allora dato
semplicemente dai prodotti delle componenti omonime.

Trasformiamo allora la base dei {g'} mediante la matrice F~! = 1F e sia
{e;} la base che si ottiene. Allora e; ¢ 'elemento di C[G] che scritto nella forma
(5.20) ha come coefficiente di ¢/ il numero complesso W% /n:

n—1_;
€ = Z _g]
j=o0 "
Osserviamo che
eig = w'e;, (5.23)

e che da questa uguaglianza segue e;e; = 0 per 7 # j. Infatti, essendo e;ejg =
e;gej, si ha e;ule; = w'eje;, da cui (w* —w’)e;ej =0, eperi #jew #wl e
percio:

eiej =0, i # 7. (5.24)
Inoltre,
n—1 1 n—1 n—1 o
Yoea=—> (> w)g,
2=0 _]:0 1=0

e poiche la somma interna vale 0 per j # 0 e n per j = 0,
eot+e+--+ep—1 =1 (5.25)
Moltiplicando quest’ultima uguaglianza per e; e ricordando la (5.24) abbiamo:
el =e;, (5.26)
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per ogni 1 = 0,1,...,n — 1. Gli ¢; sono dunque idempotenti ortogonali e a
somma 1. Si osservi che sommando su i la (5.23) si ha (> e;)g =g = > w'e;,
cioe:

n—1

g=l-eg+w-eg+---+w" "e,_q,

e analogamente:
gk et 1 . 60 + wk - ey + [N + wk(nfl)en_l,

come d’altra parte & chiaro essendo la matrice di passaggio dalla base {e;} alla
base {g*} la matrice inversa della F~!, cio¢ la F. In generale, per

u=up+uig+--+up_19" "

si ha dalla (5.23):

n—1 n—1 n—1 ) n—1
u = Z €U = Z(Z ukak)ei = Z Zi€4,
=0 =0 k=0 1=0

(v. (5.7)), e se analogamente v = Y™ x;e; il prodotto (5.21) diue v &
uv = (20z0)eo + (z171)e1 + -+ + (Zn—1%Tn—1)en—1.

La (5.22) & dunque una decomposizione di C[G] in somma diretta di anelli
(nel senso detto nel Cap. I). Ciascun addendo ¢ isomorfo al campo complesso C
perche la corrispondenza C — Ce;, se conserva ovviamente la somma, conserva
anche il prodotto in quanto se @ — ae; e B — Be;, allora aff — afe? = afe;,
per via della (5.26). Concludendo, [’algebra gruppo di un gruppo ciclico é un
prodotto diretto di algebre isomorfe al campo complesso. E’ questo un altro
modo di esprimere il senso della trasformata di Fourier.

Le matrici circolanti rientrano nel quadro delle questioni considerate in que-
sto paragrafo. Si tratta infatti delle matrici delle trasformazioni lineari dello
spazio C[G] ottenute moltiplicando la base {1,¢,...,¢" '} per un dato elemen-
to u di C[G]. Se u = g si ottiene la trasformazione che nella base detta ha la
matrice o vista nel §5.3; moltiplicando per le potenze di g si ottengono quelle
di 0. Se u = "} a;g’ si ottiene la (5.15).

5.6.3 Il gruppo dei caratteri

Vediamo ora di estendere quanto visto nei due paragrafi precedenti al caso di
un gruppo abeliano G qualunque, cioé non necessariamente ciclico. Vediamo
dapprima una condizione necessaria. Se una scrittura come la (5.22) esiste per
'algebra gruppo C[G], con gli e; idempotenti ortogonali, allora se g = Y; ai(g)e;
e h = >, a;(h)e;, si ha gh = >, ai(g)ai(h)e;. Ma V'elemento gh si scrive
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come gh = ", a;(gh)e;, e dunque, essendo gli {e;} una base, per 'unicita della
scrittura deve essere:

ai(gh) = ai(g)ai(h), (5.27)

per ogni i e g,h € G. In altri termini, la corrispondenza che associa ad un
elemento ¢g di G il suo i—esimo coefficiente nella scrittura ¢ = Y; a;(g)e; € un
omomorfismo G — C*, il gruppo moltiplicativo del campo complesso C. (Si
noti che non puo aversi «;(g) = 0 perché essendo 1 =1-eg+1-e1+---+1-€e,_1
¢ aj(1) = 1 per ogni i, e dunque se «;(g) = 0 per un certo 4 si avrebbe 1 =
ai(1) = a;(997 ") = ai(g)a;(g7) = 0-a;(g 1) = 0). Nel caso G ciclico avevamo
ai(gF) = w, e la (5.27) & verificata.

Un omomorfismo x : G — C* si chiama carattere del gruppo abeliano G, e
I'insieme dei caratteri di G & esso stesso un gruppo, rispetto all’operazione:

(xx)(9) = x(9)X'(9)-

E’ chiaro che questa operazione & associativa. L’elemento neutro ¢ il carattere
X1 che vale 1 su ogni elemento di G (carattere principale o banale), mentre
'inverso di un carattere y & il carattere che vale su ¢ cid che x vale su g~ '
x"'g) = x(g7"). Questo gruppo & il gruppo dei caratteri di G; si denota con
G.

Sussiste il seguente importante risultato, che si basa sul teorema fonda-
mentale dei gruppi abeliani finiti (secondo il quale un gruppo abeliano finito &

prodotto diretto di gruppi ciclici).
Teorema 5.8. (TEOREMA DI DUALITA) [ gruppi G e G sono isomorfi.

Dim. Se G é ciclico, G =< g >, un omomorfismo ¢ determinato quando
si conosce I'immagine di g. Se g & di ordine n, allora x(g)" = 1 in quanto
x(9)" = x(g") = x(1) = 1. x(g) & allora una radice n—esima dell’unita, e
poicheé queste sono in numero di n, abbiamo n possibili omomorfismi, cioé n
caratteri. Se xy, ¢ il carattere determinato dalla radice w*, dove w & una radice
primitiva, e cioé x; : ¢ — w”, la corrispondenza G — G data da

Qk—>Xk

e l'isomorfismo cercato. Nel caso generale, G ¢ un prodotto diretto di gruppi
ciclici, G = G; x G2 X --- X Gy, con |Gi| = n; e G; =< g; >. Sia g un
fissato elemento di G; esso ammette un’unica scrittura g = g]flgéC2 e gft. Sia
h = gflggz S gi” un generico elemento di G e w; una radice primitiva n; —esima
dell’unita. Definiamo:

. kihi, kaho keh
Xg i h — wit wy??
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E’ chiaro che x40 = xgXg- Se g # ¢, allora k; # ki per almeno un i, e dunque
Xg(9i) = wfi + wfi = Xg'(9i)- I x4 sono dunque, al variare di g in G, tutti
distinti, e la corrispondenza G — G data da:

g — Xg
e I'isomorfismo cercato. Si noti che x,4(h) = x1(g). ¢

Nota. Analogamente, G~G@G. Dunque G ~ G e G ~ G. Ma mentre il primo
isomorfismo non & “naturale”, nel senso che per definirlo occorre scegliere una
“base” di G (un g; per ogni fattore G;) ed esprimere gli elementi in questa base,
il secondo si puo definire direttamente sugli elementi:

9= Xg:x — x(9),

cioeé associando a g € G il carattere di G che manda un carattere x di G nel
valore che esso assume su g.

Vediamo ora alcune proprieta dei caratteri.

Lemma 5.9. Si ha:
_ ) n, sex =Xi;
zg:X(g) - { 0, altrimenti.

Dim. Se x = x1 il risultato & chiaro. Altrimenti, esiste ¢’ tale che x(g') # 1.
Allora, poiche gg’ al variare di g in G percorre tutti gli elementi di G, si ha:

> x(9) = x(99) =D x(g)x(d) = x(d) D x(9),
g g9 g9 g

da cui (1 —x(g") X, x(g9) = 0, e poiche x(g') # 1 si ha 3, x(g) =0. &
Per dualita si ottiene:

Lemma 5.10. 57 ha:

) n, seg=1;
ZX(Q) - { 0, altrimenti.
x€G

Dim. Sostituire nel lemma precedente x con g, x1 con 1 e ¢’ con x'. &

Corollario 5.11. 57 ha:

Z x(g)x(h™") = { (T)L: se g = h;

o altrimenti.
X€G
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Lemma 5.12. (RELAZIONI DI ORTOGONALITA) Si ha:

> xil9)xilg ) :{ 0 A
g )

altrimenti.

Dim. Se i = j, xi(9)xi(g~ ') = xi(1) = 1, e si ha il risultato. Se i # j esiste
h tale che x;(h) # x;(h); allora,

> xil9)xig™") = D xilgh)x;(h~'g™h)
g g
= (Cxalxile NG,
g

da cui:
(1= xi(h)x;(h™)) Y xilg)x;j(g™") = 0.
)
Se xi(h)x;j(h™t) = 1, si ha x;(h) = x;(h), contro la scelta di h. Allora & il
secondo fattore che & nullo, come si voleva.

Nota. Se G & ciclico e generato da g, abbiamo x;(g) = w', dove w & una radice
primitiva n—esima dell’unita. La somma del lemma precedente si scrive allora
Z;% xi(g¥)x;(g7"), e il lemma si riduce al Teorema 5.1.

Scrivendo gli elementi di G come g1, ¢, ..., g, €, in corrispondenza, i carat-
teri come X1, Xx2,---,Xn, POssiamo considerare la matrice n x n il cui elemento
di posto (7,7) € xi(gj). Questa matrice prende il nome di tavola dei caratteri; la
denoteremo con T'. Come osservato alla fine della dimostrazione del Teorema
5.1, si ha x;(gj) = x;(9:), e pertanto la T & simmetrica. Nel caso di un gruppo
ciclico, la tavola dei caratteri & la matrice di Fourier.

Definiamo ora in C[G] il seguente prodotto scalare:

(1) =+ ulghols™).
g

Il fatto che i x(g) siano radici dell’unita implica che x(¢ ') = x(g9) "' = x(g).
Il Lemma 5.12 afferma allora che tra gli elementi di C[G] i caratteri formano un
sistema ortonormale:

In particolare, essi sono indipendenti, ed essendo in numero di n, i caratters
formano una base di C[G], e dunque una base ortonormale. Il prodotto definito
sopra ¢ allora non degenere, e la tavola dei caratteri 7" risulta essere una matrice
non singolare (il determinante vale 1). Inoltre, come nel caso della matrice di

Fourier, T7! = 1T.

S|
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Esempio. Sia G = {1,a,b,c} il gruppo di Klein: ogni elemento & di periodo
2, e il prodotto di due elementi diversi da 1 ¢ uguale al terzo. In questo caso
essendo g2 = 1 per ogni elemento di G, i x;(g) sono radici seconde dell'unita,
e percio valgono —1 o 1. Vi sono quattro omomorfismi G — C: quello il cui
nucleo ¢ tutto G, cioe x1, e quelli i cui nuclei sono {1,a}, {1,b} e {1,¢}, che
denotiamo rispettivamente con xo, X3 € x4. Si ha dunque la tavola:

1 «a b c
x1 (1 1 1 1
x2|1 1 -1 -1
x3|1 -1 1 -1
xa \1 -1 -1 1

5.6.4 L’algebra di un gruppo abeliano

Abbiamo visto all'inizio del paragrafo precedente che condizione necessaria af-
finché per un elemento g € G esista una scrittura del tipo g = Y, @;(g)e; come
nel caso di un gruppo ciclico ¢ che i coefficienti «;(g) siano valori di caratteri.
Vediamo ora come determinare una tale scrittura, definendo innanzi tutto gli
ei,i=1,2,...,n.8 Scelto un ordine x1, x2,. . . ,X» dei caratteri, definiamo, come

1
e; = Z xi(g Z Xz

Gli e; cosi definiti sono 1dempotent1 ortogonah a somma 1. La dimostrazione ¢
analoga a quella del caso di un gruppo ciclico. Si ha infatti:

nel caso ciclico:

n

> ei= % > xilg™)g,
9 [

=1

e per il Lemma 5.10 la somma interna vale 0 per g # 1, e vale n se g = 1.
Dunque:
e1+e+---+e, =1

Inoltre, per ogni h € G,
eih = xi(h)ei, (5.28)
in quanto:

1
ZX@ gh ZXZ

8Seguendo 'uso corrente, abbiamo denotato il carattere principale con xi e non con xo;
conseguentemente, elenchiamo in questo paragrafo gli e; a partire da e;, e non da ep come
fatto in precedenza.
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dove si € posto gh = s, e

a(Ber = xa(h) X )y _ s xilhe D)
g

n n

Ne segue allora:
eiej =0, 1#7;

infatti e;ejh = xj(h)eiej, e dunque e;he; = xi(h)eej. I primi membri essendo
uguali, sono uguali anche i secondi, e pertanto (x;(h) — xi(h))e;e; = 0. Ma per
almeno un h di G si ha, per i # j, x;j(h) # xi(h), e dunque e;e; = 0. Da questa
e dalla 3", e; = 1 segue poi la proprieta di idempotenza e? = e;.

Gli e; formano dunque una base per I'algebra gruppo, e abbiamo percio
anche in questo caso una decomposizione (5.22). Il passaggio dalla base {g;}
alla {e;} & fornito dalla trasformazione lineare che ha come matrice I'inversa

della tavola dei caratteri. Un elemento g del gruppo si scrive, sommando la
(5.28) su i,

g =x1(g9)er +x2(g)e2 + -+ + xn(g)en, (5.29)

e un generico elemento u = > u(g)g di C[G] come >, z;e;, dove il numero
complesso z; vale 3, u(g)xi(g)-

Nota. Poiche vi sono n! modi di ordinare gli n caratteri di G vi sono n! modi
di spezzare C[G] nel modo visto.

La corrispondenza ) ; z;e; — (z1,22,...,2,) stabilisce un isomorfismo tra
Palgebra gruppo C[G] e la somma diretta di n copie del campo complesso C:
CGl~CaeCa®---aC, (5.30)

e vi sono n! modi di stabilire un tale isomorfismo. La decomposizione (5.30)
dipende solo da n, cioe solo dall’ordine del gruppo e non dalla sua struttura. In
altre parole, le algebre gruppo di tutti i gruppi abeliani di ordine n sono tra loro
isomorfe. In particolare, dato un gruppo abeliano G, nella sua algebra gruppo
si trova una copia di ogni altro gruppo abeliano dello stesso ordine di G. Piu
precisamente, sia G’ un gruppo abeliano di ordine n = |G|, C[G'] la sua algebra
gruppo, x4\, x5, - - -, x,, 1 caratteri di G’ in un certo ordine, h un elemento di G’
e
(1 (R), x5 (), -, X (1))

la n—pla corrispondente alla scrittura (5.29) di h in C[G'], cioé la n—pla corri-
spondente all’elemento h nell’isomorfismo (5.30) per l'algebra C[G']. Facciamo
allora corrispondere ad h ’elemento u di C[G] che ha come componente i—esima
nella base degli e; il numero complesso x4 (h):

h—u= ng(h)ei.
2
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E’ chiaro che se k & un altro elemento di G’, e v € C[G] & la sua immagine,
allora 'immagine del prodotto hk ¢ il prodotto uv delle immagini. Inoltre,
I’applicazione di sopra ¢ iniettiva in quanto nella tavola dei caratteri non vi
sono mai due colonne uguali perche si tratta di una matrice non singolare.
L’immagine di G’ in C[G] & dunque un gruppo isomorfo a G'.

Se si vuole la scrittura di u nella forma 3, u(g)g, cioé sapere qual & I'im-
magine secondo v di ogni g € G, si pud procedere in questo modo. Sappiamo
che u = 37;(3°, u(g)xi(g))ei; dobbiamo allora determinare gli u(g) in modo tale
che

> ulg)xi(g) = xi(h),

g
per i = 1,2,...,n. Abbiamo cosi un sistema di n equazioni lineari nelle n
incognite u(g), g € G, e la matrice di questo sistema & la tavola di caratteri.
Gli u(g) si possono allora determinare con la regola di Cramer.

Esempio. Sia G il gruppo di Klein e G’ il gruppo ciclico Cy = {1,z, 22, z3}.
La tavola dei caratteri del primo ¢ stata vista nell’esempio precedente; quella
del secondo & la matrice di Fourier:

1 =z 22 3
x1 /(1 1 1 1
x2|1 + -1 —i
x3|l1 -1 1 -1
xe \1 —1 -1 4

Sia ora z ’elemento h di sopra; la quaterna che ad esso corrisponde &
T — (laia _13 _7:)3

e se z — u € C[G], allora gli u(g), g € G, sono determinati dal sistema:

u(D)x1(1) +u(a)xi(a) +u(d)x1(b) +ule)xa(c) = 1,
w(L)x2(1) + ula)xz(a) + u(b)x2(b) + ulc)x2(c) = 4,
u(l)xs(1) +u(a)xs(a) +u(b)xs(b) + ulc)xs(c) = -1,
u(l)xa(1) +u(a)xa(a) + ub)xa(b) + ulc)xalc) = —i,

u(l) +u(a) + u(d) +ulc) = 1,

u(l) +u(a) —u(b) —ulc) = 1,

u(l) —u(a) + u(d) —ulc) = -1,

u(l) —u(a) —u(b) +u(c) = —i.

Si vede facilmente che questo sistema ha la soluzione:
_ 144 1—14

u(1) = u(b) =0, u(a) = ——, u(c) = ,
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che determina v in C[G]. Dunque:

1+1 1—14 1+1 1—3
a+0-b+ c= a+ c.

u=0-1+

Analogamente, per z? si trova, se 2 — v,

cioe:
v=0-140-a4+1-64+0-c=1-b,

e per 23, se 3 — 2,
1-— 1
2(1) = 2(b) =0, 2(a) L o) = 2,
2 2
ovvero:
1—1 1 ) 1—7 1 )
z=0-1+ 21a+0-b+ ;_zc: 2la+ ;_ZC.

2. ovvero I'immagine

Verifichiamo, ad esempio, che 'immagine del prodotto z-x
di 23, e cioe z, ¢ effettivamente uguale al prodotto delle immagini di = e z2, e

cioé wv. Quest’ultimo, calcolato secondo la (5.21), fornisce:

s = 1: u(1)v(1) + ula)v(a) + u(b)v(b) + u(c)v(c) =0,
s = a: u(1)v(a) + u(a)o(1) +u(b)o(c) + u(c)v(b) = 15,
s = b: u(1)v(b) + u(a)v(c) +u(b)o(1) + u(c)v(a) =0

s = ¢ u(1)v(e) + u(a)v(b) + u(b)v(a) + u(c)o(1) =+

Si ha dunque:

1—1 +1+7j
a
2 2

uY = c,

che ¢ proprio z.

Nota. Il fatto che l’algebra gruppo C[G] contenga una copia di ogni gruppo abeliano
di ordine uguale a quello di G & analogo al fatto che una volta immerso un gruppo di
ordine n nel gruppo simmetrico S™ (teorema di Cayley) si trovano poi in S™ copie di

ogni gruppo di ordine n.

Abbiamo visto che i caratteri x; di un gruppo abeliano G costituiscono una
base per lo spazio vettoriale C[G]. Ogni u € C[G] si scrive dunque, in modo
unico, come:

u = Zcixl-. (5.31)
)
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I1 coefficiente ¢; di x; si puo calcolare prendendo il prodotto scalare di u con
X5

i) = 7 S ulehl) =5 X X el )
Y g 1
= Zci(%ZXi(g)Xj(g))
g

3

= Cj?

dove l'ultima uguaglianza segue dall’ortogonalita dei caratteri. Il coefficiente c;
di x; in u & quindi:

¢j =~ ulg)x;(9)- (5.32)

Se u = wug, cioe la funzione che vale 1 su g e zero altrove, e che abbiamo
identificato con g € G, la (5.32) diventa:

ela (5.31):

9= xiT(Lg) .

Si osservi che i coefficienti ¢; sono gli stessi di quelli che servono per scrivere
gli idempotenti della base {e;} nella base {g;}, come visto all’inizio di questo

paragrafo:
€ = Z ¢i9,
geG

con matrice di passaggio {g;} — {e;} la 2T = T~'. Per la (5.31),

n
9= Z CiXi-
i=1

Qui la somma & su ¢, e non, come sopra, su g. C’¢ dunque uno scambio di
righe e colonne nella matrice dei ¢;, che percio risulta essere la trasposta (7 1)
della precedente. Ma poiche la T & simmetrica, anche la 77! lo &, e pertanto
la matrice € la stessa.
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