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Lo scopodel corsoe di descrverela Teoriadi Galois,ossia
comeusarela teoriadei gruppi nello studiodella struttura
dei campi. Abbiamopreliminarmentéisognodi introdurre
alcuniconcettirelatii alladivisibilitanegli anelli,I'esempio
piu importanteper noi restandajuello dei polinomi o delle
funzionirazionali.

1.1 Divisibilita

Nel restodi questasezioneindicheremocon A un anello
commutatvo dotatodi identita chedenoterema@on1 o 1 4.

Nostraintenzionee definireun concettodi divisibilitain A

chericordi 'analoga nozionesugli interi Z. Bencle esista

unateoriadelladivisibilita nel casononcommutatvo, noi ci
limiteremoal casocommutatvo persemplicit.

Definizione1l.1. Dati a,b € A, diremochea divideb, a | b,
seesistec € A talecheb = ac.

Esercizio 1.2. Mostrare che ogni elementali A divideO.

Definizionel.3. Seu € A dividel, diremochew € un’unita
o un elementanvertibile di A. Indicheremol’insiemedelle



unita di A con A# (riservandoad A* il significatodi A ~
{03).

Ad esempidZ* = {£1}.
Esercizio 1.4. Provare che A# & un grupporispettoal pro-
dottodefinitoin A.

Definizione 1.5. Dueelementia, b di A si diconoassociatj
a~b,sea = ub, conu € A*,

Esercizio 1.6. Mostrare che ~ definisceuna relazionedi
equivalenzau A.

Definizione 1.7. Un anello commutativoA vienedettoun
dominio seab = 0 implicachea 0 b & nullo.

Esercizio 1.8. Dimostiare chese D € undominiodi integrita

finito, allora |D| = 1 + k|D¥|, per qualcdheintero £ o, in
notazionemodulag, |D| =|p#| 1.

In reald & risultaesseresemprel.

Esercizio 1.9. (Difficile) Provare che k = 1. Cosaafferma
guestaisultato sulla struttura dei dominidi integrita finiti?

Nel sgyuito restringeremaulteriormentell nostrouniver-
so considerand solo domini di integrita che denoteremo
generalmenteon D.

Definizione 1.10. Un elementaoninvertibile e nonnullo p
di undominioD vienedettoprimo sep|ab implicap|a 0 p|b.

Esercizio 1.11. Mostrare che questadefinizionen Z forni-
sceesattamentenumeriprimi ei loro opposi.

Definizione1.12.Un elementd # a di D \. D# vienedet-
to irriduci bile o atomo seb|a implicab ~ a 0b € D#,
IndicheremoconA(D) I'insiemedegli atomidi D.
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Esercizio 1.13. Semancasséa locuzione’non nullo” nella
definizionelo zemo sarelbeprimo? In generle puo 0 essee
irriducibile?

Si noti chequesteae la classicadefinizionedi numeropri-
mo in Z. Infatti mostriamoche un elementoprimo € un
atomo.

Proposizionel.14. Siap € D primo, allorap € unatomo.

Dim. Siaa undivisoredi p, allorap = ab perqualche
b € D. Quindip|ab e, per definizione,p uno dei fattori,
diciamoa. Quindia = pcea(1 — bc) = 0. Essend® # 0 e
D undominio,allorabc = 1 eb € D#,cioép~a. q.e.d.

Nota 1.15. 1l viceversanon vale ossiaesistonoatomiche
non sonoprimi, magli esempisonopiu difficili da trova-
re, quellotipico consistein D = Z[\/—5|, ove2 + /-5 &
irriducibile, divide9, manondivide 3.

Dim. Si denoticon N la norma,ossiala mappadefini-
tada D in Z comeN(a + by/—5) = a® + 5b%. Siccome
N(a) = aw, alloraN(afB) = N(a)N(B). Inoltreu € D#
sseN(u) = 1. Ora9 = N(3) = N(2 + +/-5), quin-
di 2 + v/-5/9 e, se2 + /-5 dividesse3, avremmoche
2+ /=5~ 3. Ma D# = {£1}. g.e.d.

Esistepero unavastaclassedi anelliin cui il concettodi
primoeatomocoincidono.Questae veroin particolarepeyli
interi.

Definizione 1.16. Dato un anellocommutativaconidentita
A, diciamoche eunidealedi A escriveiemol < A sel
e unsottoanellodi A e, perognia € A,al = Ia C I.
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Definizione 1.17. Un dominio D dicesia ideali princip ali
o in breve PID seogniideale! édellaforma(a) = aD =
{ad|d € D} perqualdheelementdissatoa.

Esercizio 1.18. Dato un campok, dimostare che k[z] € un
dominioa ideali principali.

Vogliamomostrarechein unPID gli atomisonoprimi.

Definizione 1.19. Dati a, b in un dominio D, d vienedetto
un massino comunedivisoretraa e b se:

1. d|a ed|b;
2. sec|a ec|b allora cl|d.

Proposizionel.20. Sia D unPID, allora esisteun massimo
comunedivisore d per ogni coppiadi elementia, b. Inoltre
d’ soddisfala stesa proprieta ssed ~ d'. Infine esistono
z,y € D tali cheax + by = d (Identita di Bézou.

Dim. Si indichi con (a, b) I'insieme dggli elementidella
forma{az + by |z,y € D}. Allora e facile mostrareche
(a, b) @unideale.Quindiesisteun elemental € D taleche
(a,b) = dD. In particolarea € dD, quindid|a e, analo-
gamented|b. D’altro cantosec divide a e b, alloratutti gli
elementidi dD = (a,b) sonodei multipli di ¢, mad € uno
di questi.Percui d € un massimoccomunedivisoretraa e b
ed hala forma prescritta. Siad’ un altro massimocomune
divisore,allorad|d’ e d'|d, cioe d = d'u ed = dv, quindi
d(1 —uv) = 0. Sed = 0, allorad’ = 0; altrimentil = uv e
d=~d . g.e.d.

Con unalieve ambiguit indicheremocon ged(a, b) uno
tra gli elementiassociatiche fungoro da massimocomune
divisoretraa eb.



Teoremal.21.Siaa unatomoin unPID. Allora a € primo.

Dim. Supponiamahealbc, maa 1 c¢. Sia(d) = (a,c),
allorad|a e d|c. Ma essend a unatomoneseggueched ~ a
0d ~ 1. Siccomea 1 ¢ deve valereil secondacaso,quindi
1 € (d) = (a,c), cioeesistonac,y € D tali cheaz+cy = 1,
dacuia(bz + ty) = b, ove at = be, 0SSiaalb . g.e.d.

Una classeche estendda PID e cherisultea molto uti-
le anchenel sgyuito € quelladei domini a fattorizzazione
unica o UFD. Trale molte possibilidefinizioniforniamola
seguente:

Definizione 1.22. Un dominio D vienedetto a fattorizza-
zioneunica se ogni elementasi decompongn modounico
a menodell'ordine dei fattori o di unita nel prodottodi un
numeno finito di atomi.

Esercizio 1.23. Perché bisagna specificae a menodell’or-
dineo di unita nelladefinizionedi dominioa fattorizzamne
unica?

Mostriamochei PID sonounasottoclass dei UFD.

Teorema 1.24. Sia D un PID, allora ogni elementadi D*
si scrivein modoessenalmenteunicocomeprodottodi un
numepo finito di atomi.

Dim. Sed € D# alloral’assertoé banale.In casocontra-
rio mostriamoche ogni elementod ammetteun atomoco-
me divisore. Sed € un atomonon c’eé nienteda dimostra-
re. Altrimenti esisted; % 1,d taleched = d;f;. Allora
(d) < (d1) < D, tuttele inclusioni proprie (percte?). Se
d; e divisibile daun atomoabbiamoconclusaaltrimenti,so-
stituendod con dy, otterremmounasuccessioa infinita di
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elementid; tali che (d;) < (di+1) < D. Oral = |J,(d;) €
unideale. Infattisez,y € [ alloraz,y € (d;) peri >> 0
(¢ abbastanzgrande),quindiz + y erxz € (d;) < I per
ognir € D. Quindil = (b), perqualcheb. Sia: taleche
b € (d;),allora(b) < (d;) < I = (b)e(b) = (disn) perogni
interon. Questocontraddicel'ipotesi che (d;) e propria-
mentecontenutdn (d;+;). Quindiunodeid; deve esserain
atomo.Allora scegliamoal primo passai; unatomochedi-
vide d e procediamanalo@mentecon f;, ossiaf; = dsfo
perunatomod,. Allora costruiscaunasuccessioad; come
soprae questgorocess deve interrompersigcioe f,, € unato-
mo per qualcheinteron. Siaoraa;---a, = by -- b, Ove
a;, b; sonoatomi. Siccomesonoancheprimi allora, a me-
no dell’'ordine, a;|b1, 0SsSiaa; ~ b;. Cancellandoliottengo
un’identitatra dueprodottiatomiciconmenofattori. Perin-
duzionesul numerodeifattori ne segueche,semprea meno
dellordine,n = mea; ~ b; . g.e.d.

Se D eunUFD allorasi puo definireil massimacomune
divisored tradueelementia, b nel seguentemodo: si scelg
anzituttoun rappresentantg da ogni classedi equvalenza
rispettoa ~ in A(D), alloraa = u[]p*@, oveu € D¥.
Bastaporred = Hpmin(va(p),vb(p» per ottenereun massimo
comunedivisoretraa e b.

Esercizio 1.25. Mostrare che d definitosopa € un massimo
comundlivisore.

Il nostrointentoe provareun teoremadi trasportodovuto
a Gaussche affermachese D e UFD allora D[z] € UFD.
Cominciamadaalcunedefinizioni.

Definizione 1.26.Sia D un UFD esia f = >, fiz! €
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Diz], allora il contenutodi f, ct(f), vienedefinitocome

ged(f, ..oy fn)-

Definizione 1.27. Diremoche un polinomio f a coeficienti
in unUFD & primitivo sect(f) = 1.

Lemma 1.28(Gauss).Sia D un UFD e sianof,g € D[z]
primitivi, allora fg € primitivo.

Dim. Perassurdcsiap undivisoreprimo di ct(fg). Sic-
come f e primitivo esistem = min{f;| fi #, 0}. Sia
n I'analogoper g. Orail coeficientedi z"™™ in fg vale
Zizo Jrntm—igi = Zi<n Jrnem—igi + fmgn + Zj<m fj9n+m—j
chee congruoa f,,g, modulop e quindinon e divisibile per
p, control'ipotesi chep|ct(fg) . g.e.d.

Esercizio 1.29. Si mostriche il Lemmadi Gaussequivale
alla seguentedegge ct(f)ct(g) = ct(fg).

Mostriamocome questorisultato sena a stabilire I'irri-
ducibilita di polinomi. Ricordiamochein modoanalogoa
comeQ viene costruitoda Z, si pud ottenerea partire da
ogni dominio D un campoQ(D) dettocampodei quozien-
ti di D, in cui D siimmemge. L'esempioche utilizzeremo
sa@ D = k[z], kK un campo;in tal casoQ(D) consistenel
campodelle funzioni razionali, ossiaelementidella forma

f(z)/g().

Definizione 1.30. Dato un UFD D, ogni polinomio f suD
sifattorizzacomect( f)g, perqualchepolinomioprimitivo g
chevienedettola parte primiti vadi f eindicatoconpp( f).

Proposizionel.31.Siaf € D[z], D unUFD, Q = Q(D) il
relativocampodei quozienti.Allora A(D[z]) C A(Q][z]).
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Dim. E banalemostrareche D[z] & undominio. Percui il
gradodi un prodottocoincidecollasommadeigradideifat-
tori. Dacio seguecheA(D) C A(D[z]) echeD[z]# = D#,
Se f eunatomoallorapp(f) o ct(f) sonounitain D. Nel
primo casof € D quindieunelementadi Q. Altrimenti f
& primitivo. SiccomeQ* = Q#, neseguecheg € A(Q|z])
sseg nonsi fattorizzanel proddto di duepolinomidi gra-
do strettamentenferiore. Perassurdof non siaun atomo
in Q[z], allora esistonopolinomi (su @) tali che f = ab
edega,degb < deg f. Allora f = % oved, b € D[z] e
¢, d € D sonomassimicomunidivisori deidenominatordei
coeficienti di a e b. Percui cdf = ct(a’)ct(d)pp(a’)pp(V’)
e, confrortandoi contenuti,cd = ct(a’)ct(d’); per cui, a
menodi unita f = pp(a’)pp(b’), unacontraddizione g.e.d.

Esercizio 1.32. Si dimostri che D[z] € un dominioe sene
deducache A(D) C A(D|z]) eche D[z]# = D¥.

Siosservichesea eunatomodi D e f unatomoin D[z]~\
D, alloraaf € riducibile in D[x], mairriducibile in Q[x].
Proviamooraun fondamentaléeoremadovuto a Gauss.

Teoremal.33.SiaD unUFD, allora D[z] €un UFD.

Dim. Sia f € D[z]. Poicle pp(f) non & divisibile da
atominoninvertibili di D i suoifattoriatomicihannogrado
positivo, quindi sonoin numerofinito. D’altro cantoct( f)
e prodottodi un numerofinito di atomiessendan D. Mo-
striamooral'unicita. Sia f = [[;a; = []j'b;, cona;, b;
atomi. Percui i fattorisonoatomiin D o polinomiprimitivi
perle stesseargomentaziondella precedent@ropasizione.
Quindiil prodottodegli atomiin D nelleduefattorizzazioni



coincideconct(f) e siccomequest’'ultimoappartienea D,
abbiamounicita di fattorizzazione. Quindi possamo sup-
porrechegli a;, b; sianoprimitivi di gradopositvo. Poiche
Q[z] € un PID, quindi un UFD, ne sgguechen = m e, a
menodell’ordine, a; ~ b; in Q[z]. Poicte Q[z]* = Q*
ne seggue cheaa; = bb; per opportum elementia, b in D.
Confrantandoi contenutisihaa ~ bin D ea; =~ b; In
Diz] . g.e.d.

1.2 Campi ed Estensioni

Definizione 1.34. SianoF' e K duecampi. Diremoche K
e un’estensionedi F', se K O F escriveemoK > F o
K/F.

Proposizionel.35.Sia K un’estensioadi F, allora K am-
mettela struttura di F-spazo vettoriale

Dim. Chiarament¢ K, +) € ungruppoabelianoe la map-
pa (f,k) — fk definisceun prodotto scalare-ettore da
FxKinK. g.e.d.

Esercizio 1.36. Completaei dettagli delladimostazione

Definizione 1.37. La dimensionadi K su F' vienedettalil
grado dell’estension&l/ F' e saraindicatacon[K : F|. Se
[K : F] < oo diremoche I'estensioneg finita; altrimenti
K/F eun’estenmneinfinita.

Esempio1.38. Supponiamaoti i campidei numerirazio-
nali, reali e complessiche indicheremocon@Q, R e C. |l
campodelle classidi restomoduloun primo p, Z/pZ, verra
denotatoconlF,,.



Definizione 1.39. Un campo algebrico numerico e un’e-
stensiondinita di Q.

Esempio 1.40. Sia £ un campoe z un’indeterminata. Il

campo delle funzioni razionali k(z) € il campodei quo-
zientidell'anello deipolinomik[z], ossiaé costituitoda tut-
ti i quoZenti dellaforma f(z)/g(z), f, g polinomi,g(z) #

0, il polinomionullo. Analogamentedate n indetermina-
texy, ..., z,, indicheemoconk(zy,...,z,) il campodelle
funzioniraziondi in tali indeterminate

Esempiol.41.Siak uncampoek((z)) I'insiemedelleserie
di Laur ent nell'indeterminataz, ossa le serieformali della

forma
f(fl?) = Z a’ixi)

perqualden € Z dipendentala f ea; € k. Sidefiniscasu
tale insiemeunasommapuntuale

Z a;z’ + Z bzt = Z(ai + b;)z"
e un prodotto di corvoluzione

0 0.¢) 0
E a;x" * E bjz! = E ( E a;b;)z".
1=n Jj=m k=n+m i+j=k

Teorema 1.42. Dato un campok, I'insieme delle serie di
Laurent(k((x)), +, %) risulta essee un campo.

Dim. Sia K = k((z)), allorasi verifica facilmenteche
(K, +, %) e un anellocommutatvo con identita. Restada
mostrarecheogni elementanonnullo € invertibile. Sia f =
> i, aiz’ # 0 ovea, # 0. Moltiplicando pera, 'z, ci
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riconduciamoal casoin cuin = 0 eqy = 1. Sitrattadi

determinarecoeficienti b; tali cheg = 3~,_ bz’ soddisa

g x f = 1. Chiaramentaleve esseré, = 1. Supponiamo
chetutti i terminib, . . ., b,,_1 Siamostatideterminatiallora
risolvendol’equazione

m

0= (f * g)m = Zaibm—i

k=0
otteniamoancheb,, . g.e.d.

Esercizio 1.43. Sia D un dominioe sia A = D((x)) I'in-
siemedelle seriedi Laurentsu D. Dimostiare che A € un
dominio.E uncampo?

Esibiamooraalcuniesempidi estensioni.

Esempiol.44.L’'estensioneéC/R risulta finita siccomgC :
R] = 2. Infatti {1, i} e unaR-baseperC.

Ricordiamoche [R| = 2} > Ry = |Q| e che, perogni
interon, |Q"| = |Q| (entrambe risultati sonodovuti a G.
Cantor il padredell’ Aritmetica Cardinale).

Nota 1.45.11 campodeireali € un’estensioa infinita di Q.
Altrimenti R sarelbe in corrispandenzabiunivocacon Q"
per qualdche intero n (che va pensatocomela dimensione
di R suirazionali),contraddicenda duerisultati di Cantor
summenzionati.

Un ulterioree piu naturaleesempiadi estensionénfinita
e datoda

Esempio 1.46. Siak un campoe K = k(t) il campodel-
le funzionirazionalisu k nell'indeterminatat. Allora [K :
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k] = oo. Altrimenti si dica n la dimensionedi K su k,

alloral,t,...,t" dovreblero essee linearmentedipenden-
ti su k, cioe esistonocoeficienti ag, ..., a, in k tali che
> i—pa;t’ = 0, contro l'ipotesi fatta sut.

Richiamiamaalcunedefinizionicheserviranngeril pros-
simoesempio.

Definizionel.47.Sia A unanellocommutativoRicordiamo
cheunideale di A dicesiprimo seab € I implica che
almenouno dei fattori appartienea I. Un ideale M viene
dettomassmaleseM < I < Aimplical = M ol = A.

Caratterizziamagjuestedueproprieimediantd’anello quo-
zienteA/I.

Proposizionel.48. Dato unanellocommutativad e unsuo
ideale! allora

1. A/I @undominiossel & primo;
2. A/I @uncampossel € massimale

Dim. Siponga A = A/Tea =a+ I. Alloraab € I sse
ab = 0. Percui I &primosseA &undominio. Siaora A un
campo,alloragli unici ideali di A sono0 o tutto A. Peril
teoremadi corrispon@nzasugliidealinggli anelliquoziente
ne segue che I € massimale. Viceversasia I massimale,
allora A non possiedddeali nonbanali. Sia0 # z € A,
allorazA = A edesistey € Atalechezy = 1 e A eéun
campo. g.e.d.

Esercizio 1.49. Dimostiare che un ideale massimale pri-
mo. Mostrare chein un PID valeil viceversa.
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Esempiol.50.SiaA = Qt] ep(t) = t3 — 2 € A. Allora
p eirriducibile in quantononammetteadici razionali. Sia
I = pA, allora I e unidealeprimo e siccomeA e un do-
minio a ideali principali I e addirittura massimale Quindi
K = A/I &uncampo. Inoltre la mappaj : a — a + I,
ovea € Q risulta essee iniettiva. IdentificandaQ colla sua
iImmagine mediantej, possamodire che K e un’esten®ne
di Q. Siaf € A. Perl'algoritmo euclideoesistonaduepo-
linomi g edr tali che f = gp 4+ r ovedegr < degp = 3.
Allora f + I = r + I e K € geneato comeQ-spaziodalle
classilaterali individuateda 1, ¢ e t2 e non e difficile prova-
re che sonolinearmentendipendenti.Quindi [K : Q] = 3.
Mostinamo direttamenteche K € un campo. L'unica diffi-
colta consistenel provare che ogni elementaonnullo di K
ammettenverso.Siaf € A\ I. Alloraged(f,p) = 1, cioé
esistonoa,b € A tali cheaf + pb = 1, ossial'inversodi
f+Iea+l.

Vedremocomegeneralizzarguestoesempigoer costrui-
re esempdi campialgebricinumericidi gradoarbitrario.

Definizione1.51. Sia K un’esten®nedi F'. SeX éunsot-
toinsiemeli K, alloral'anello F[X] él'intersezior di tutti
I sottoanellidi K contenentiF’ e X. Analogamenteviene
definitoil campoF'(X). SeX é finito diremoche F(X) &
un’estenmnefinitamente generata

PerdefinizioneF[X] e F(X) sonoil minimo sottoanello
e il minimo sottocampali K contenentd’ e X. Fissatoun
elementaz € K siaev, la mappadi valutazionedefinitada
Flz] in K mediante

evy(f) = f(a).
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Esercizio 1.52. Dimostiare che ev, redizza un omomorfi-
smodi anellinondhédi F-spai vettorialitra F[z] e K.

Proposizionel1l.53. Sia K un’estenmnedi FF ea € K.
Allora

Fla] = {f(a)| f(z) € F[z]}

F(a) ={f(a)/g(a)| f(2), 9(z) € Flz], g(a) # 0}.
Inoltre F'(a) @il campodeiquozientidi F[a).

Dim. La mappadi valutazioneev, ha comeimmagine
{f(a)| f(z) € F|z]} cherisultacod esseraun sottoanello
di K contenentd’ eda. SeR indicaunqualsiassottoanello
di K soddis&centdali condizionialloraognielementadella
forma f(a) appartienea R. Questodimostrala prima par
te dell’assertoOra{f(a)/g(a)| f(z),g(x) € Flz], g(a) #
0} eil campodeiquozientidi F'[a] erisultacertamentenini-
malerispettoallaproprietdi contenerd’[a] trai sottocampi
di K . g.e.d.

In modoanalogasi pos®nodimostraresimili risultatinel
casodi un arbitrariosottoinsiemdinito X di K. Siindichi
cong lan-upla(ay,...,a,), oveaq; € K.

Proposizionel.54.SiaX = {a4,...,a,}, allora

FIX]={f(a)| f(z) € Flz]}

F(X)={f(a)/g(a)| f(z),9(z) € Flz], g(a) # 0}.

Nel casoX siainfinito ci si pud sempreaicondurreal caso
finitamentegenerato.
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Proposizionel.55. Sia K un’estensionei FF e X C K. Se
a € F(X),alloraa € F(ay,...,a,)peralcuniay,...,a, €
K. Percui F(X) = H{F(a1,-..,an)|a1,...,a, € K},
ovel'unione varia sututti i sottoinsiemfiniti di X.

Dim. Ovviamenteogni campoF (ay, . . . , a,) € contenuto
in F(X); quindi L = | J{F(ai,...,an)|ai,...,an € K} <
F(X). Perl'inclusione oppostabastamostrareche L € un
campo.Sianoa e 5 elementidi L, alloraa € F(ay, ..., a,)
ep € F(by,...,by,) peropportunielementia; e b; in K.
Alloraa+tpg ea/ appartengonaF(ay, . .., an, b1, ..., by)
equindiad L . g.e.d.

Definizione1.56.SeK e un’esten®nedi F', alloraunele-
mentoa € K dicesialgebrico su F' seesisteun polinomio
nonnullo f(z) € F|z| tale che f(o) = 0. Sea noné
algebricosu F, allora vienedettotrascendentesu F. Se
ogni elementadi K risulta algebrico su F', allora diremo
che K/F éun’estensionealgebrica.

Sia K un’estensionéli F' esiaa € K algebricosu F'. Si
consideri
I'={f € Flz]| f(e) = 0},
alloraeimmediatomostrarechel éunidealedi F'[z]. Sicco-
me F[z] eunPID, nesgguechel = pF[z], perqualchepo-
linomio p(z); inoltre talepolinomiodeve essererriducibile.
Ha quindisensda seguentedefinizione:

Definizione1.57. Sea e algebricosu F, il polinomiomini-
modi a SUF il polinomiomonicop € F[z] di gradomini-
motale che p(a) = 0; verra denotatocon ming (). Equi-
valentementening(«) € il geneatore monicodella mappa
evg.
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Esercizio 1.58. Determinae ming(a) ovea € F.

Esempio 1.59. Il numep complessa = +/—1 & algebri-
co su Q in quantoradice del polinomio z2 + 1. Si no-
ti che ming(i) = ming(i) = z* + 1, mente ming(i) =
z — 1; quindiil polinomiominimodipendedal campobase
Siaw = en = cos(2) + ¢sin(%X), alloraw™ — 1 = 0.
Determineemoin seyuito ming(w).

Esempiol.60.1l primoesempiali numeb trascendentsui
raziondi vennecostruitoda Liouville nel 1851, trattasi di
>, 107™. Nel 1873 Hermite dimostid che e, la basedei
logaritmi neperiani,e trascendenteAnalago risultato ven-
ne provato da Lindemannnel 1882 per =, chiudendocos
un classicoproblemache datavapiu di 2000 anni. D’al-
tro cantor € banalmentalgebricosuQ(7), quindil'essee
algebricoo trascendenteipendedal campobase

Esercizio 1.61.Siaa = v/2 eb = /3, determinaei poli-
nomiminimisuQ di a, b, a + b e ab.

Proposizionel.62. Sia K un’estension@li F' esia K 3 «
algebricosu F'.

1. il polinomioming(«) €irriducibile suF;
2.seg(z) € F[z], allora g(a)) = 0 sseming(«) divideg;

3. sen = deg ming(«), allora gli elementil, o, . .., a"*
costituisconauna baseper F(«) su F, sicché [F(a) :
F] < o0. Inoltre Fla] = F(a).

Dim. Siap(z) = ming(«). Sep nonfosseirriducibile,
alloraa sarebbeadicedi unodeisuoifattori,controla mini-
malitadelgradodi p. Abbiamogia osseratocheker(ev,) €
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unidealeprincipaledi F'[z]. Ancoraperminimalitasihache
p nee generatorelnfine F[z]/ ker(ev,) ~ F|a] €undomi-
nio di integrita essedo un sottoanelladel campokK . Quindi
perla Proposizionel.48pF[z] € unidealeprimo. Siccome
F[z] € un PID, ogniidealeprimo € massimales F[a] € un
campo,quindi coincidecon F'(«). Infinedatog(z) € F[z],
mediantel’algoritmo euclideoe possbile determinarey, r
tali cheg = pg + r edegr < degp, percui g(a) = r(«a)
el,q,...,a" ! generand”|[a] comeF-spazio.D’altra par
te sefosserolinearmentadipendentavremmoun polinomio
nonnullo di gradoinferiorean di cui « € radice. g.e.d.

Nota 1.63.Sinoti chela condizioneF' () = F[a] valessex

e algebinco su F'. La suficienzae appenastataprovata. Sia
F(a) = Flal, alloral/a € F(«a) si pud esprimee come
unpolinomio f valutatoin «, dacui risulta che « annullail

polinomioz f(z) — 1 edé quindialgebricosu F'.

Richiamiamoun risultato dovuto al matematicatedesco
Eisenstein.

Teoremal.64.SiaD un UFD, p unelementqrimodi D e
f(z) = >, fiz* un polinomioa coeficientiin D tali che
fi =, 0,peri <n—1,map? |/fyef, %, 0, allora f(z) &
un elementarriducibile di Q(D|[z]).

Dim. Perassurd siaf = gh, dove peril Lemmadi Gauss
si pud assumerehei coeficienti di g e h sianoin D. Si
indichi con! la riduzionemodulop del polinomio!, allora
f =gh maf= f,z". Quindig = §,z" € h = hqz*
conm,d > 0. Percuig = g,,z™ + pg'(z) e h = hlz? +
ph'(z), peropportunipolinomig’, ' in D[z] e g/, hl, in D.
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Moltiplicando tali espressni si ottieneche f = f,z" +
pzf'(z) + p? f}, controle ipotesi. g.e.d.

Esempio1.65.Sia f(z) = z3 — 2 € Q[z], allora per il

criterio di Eisensteinconp = 2, f e irriducibile e risul-

ta essee il polinomiominimoper v/2 suQ. In particolare
[Q(v/2) : Q@ = 3. Sep & un primo allora z" — p & ir-

riducibile sempe comeconsguena del criterio di Eisen-
steine [Q(y/p) : Q] = n. Siaw unaradicecubicadell’u-

nita sui complessidiversada 1, alloraw?® — 1 = 0. Ora
2 — 1= (z — 1)(z* + = + 1), quindi w annullail secon-
do fattore. Siccomeguestinonammettaadici razionalie i

polinomiominimodi w.

Esercizio 1.66. Stabilire per quali interi n, 22 — n €irridu-
cibile suQ.

Dim. E owvio chesen = a2, a € Z, allorail polinomio
e irriducibile. Altrimenti sian = a?b, ove b non & divisi-
bile per quadrati(tali interi vengonodetti square-freg. Si
pongy = z/a, alloraz? — n &irriducibile ssey? — b lo &
(perche?). A questopuntoseesisteun primo chedivide b,
I'ultimo polinomioeirriducibile peril criteriodi Eisenstein,
altrimentie riducibile (b deve esseret1) . g.e.d.

Nota 1.67. Una completacaratterizazionedei monomiir-

riducibili dellaformaz™ — a, cona, n interi € dovutaal ma-
tematicosiciliano Capelli e verra trattata in seguito come
applicazionedella Teoriadi Galois.

Il prossmo eserciziomostrachenonsempral criterio di
Eisensteirsi puo applicare.
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Esercizio 1.68. (Difficile) Determinae perquali valori di n
f(x) = z™ — p? eirriducibile suQ conp primo.

Dim. Chiaramente: deve esseralispari.Siaquestal ca-
soesisuppon@chef = gh. Peril Lemmadi Gausgossia-
mo assimerechei polinomi g, h sianoa coeficienti interi.
Si deducefacilmenteche devono esseramonici. Siindichi
con/ la riduzionedi un polinomio intero modulo p, allora
" = f = gh. Percuig = z% e h = %!, peropportuni
interi positii [ e k. Sicche g = 22 + pg’ e h = z2F+1 4 ph'.

Da f = gh sgguechez?q = —z?*~11/. Siccomez & un
atomoe Z[z] unUFD, alloraz|¢’. Dacui segguechez|1, che
e manifestamentampossbile . g.e.d.

27i

Esempio 1.69. Siap unprimoew = e = cos(%) +
¢sin(%") annullail polinomioz? —1 = (z —1)(a? " +-- -+
z + 1) equindiannullail seconddattore. Poniamo®(z) =
S et allora®(z+1) = STl — S (P)gic1 Sicco-
mei coeficienti binomiali soddsfanole ipotesidel criterio
di Eisensteirrispettoal primo p, nesgueche ®(z + 1) e
quindi ®(z) sonoirriducibili su@Q. Per cui [Q(w) : Q] =
p—1.

Vedremoin seguito comequestorisultatosi generalizza
nel casodi radici di 1 di indice composton e quali con-
sguenzecomportanella risoluzionedel classicoproblema
della costruzionedel n-gonoregolare con riga e compas-
so. Il prossimoesempiofornisce alcuneinformazionisui
sottocampdel campodelle funzionirazionali.

Definizione 1.70.Sianof, g elementdi undominioa fatto-
rizzazioneunica. Diremoche f e g sonocoprimi seged(f, g)
valel escriveemof L g.
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Esempiol.71. Siak uncampoe K = k(t) il campodelle
funzionirazionali su k& nell'indeterminatat. Siau € K,
u ¢ k,quindiu = f(t)/g(t), ove f,g € kltjef L g. Si
pongaF = k(u). Vogliamodimostare che

[K : F] = max(deg f,degg).
In particolare K/ F & un’esten®nefinita.

Dim. Si noti anzituttoche K = F(t). Si trattaallora
di determinarel polinomiominimodi ¢ su F'. Si consideri
p(z) = ug(z) — f(z) € F[z]. Allora ¢t €unaradicedip e
|K : F] < co. Sianof(z) =Y i, fiz' eg(z) = > ity 9,27,
cona,b,, # 0, alloradegp = max(deg f,degg). Secos
non fose si dovrebbeaveren = m e dovrebbeannullarsi
il coeficientedi =™ in p. Ma questieguagliauf, — g, €
sefossenullo asremmou € k. Poicheoco = [K : k] =
[K : F][F : k], u etrascendentsu k. Percui k[z] ~ k[u].
Sep fosseriducibile su k(u) alloralo sarebbesu k[u] per
la Proposizionel.31 applicataal dominio D = k[u]. Sia
p(z,u) = h(z,uw)l(z,u) in k[z,u]. Siccomedeg, p = 1 Si
hadeg, h = 1 edeg,l = 0, 0ssial = I(z) € k[z]. Quindi
[(z)|cty(p) = ged(f(z),g9(z)) = 1 dacuisgguel € kepé
irriducibile suk(u) = F ep = minp(t) . g.e.d.

Fatto molto pit importantee chetutti i sottocampinter-
meditra k(t) e k sonodellaformak(u), perqualcheu €
k(t). In particolare[k(t) : L] < oo perognuro di ta-
li sottocampil. Questorisultato e noto comeTeoremadi
Laroth,

Definizionel.72.SiaK = F(a), perqualchea € K, allora
K dicesiun’estensionesemplicedi F'.
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Esercizio 1.73.Postia = /(2) eb = sqrt(3), si dimostri
cheQ(a, b)/Q esemplicgcoincideconQ(a + b)).

Dim. Un semplicecalcolomostrache(a+b)* = 11a+9b.
Siccomela matrice ( 111 91) ) e invertibile, ne segue che

a, b si esprimonocome combinazionilineari a coeficienti
razionaliin (a + b) e (a + 3)>. Quindia, b € Q(a + b). Ma
chiaramenté)(a + b) < Q(a, b) e quindicoincidono.

Esempiol.74. Sia K un’estensioa finitamentegeneata di
F, ossiaK = F(ay,...,a,) €siano L; i campiinterme-
di definiti ricorsvamentecomesegue: Ly = F e L, =
Li(a;+1). Allora K coincidecon L,, e pud quindi essee
ottenutomedianteun numepo finito di estensionsemplici.

Nota 1.75. La precedentealefinizionee il precedete eser
cizio mostano che talvolta estensionfinitamentegenegrte
sonosemplici. Dimosteeremoche questoe sempe vern se
consideramo estensionfinitamentegeneite dei razionali
medianteslementilgebrici.

Corvienenotarechefinoraabbiamousatail terminefini-
tamentegeneratan tre accezionidistinte. Dati due campi
K ed F taliche K > F, K pu0 esserdinitamentegene-
rato come F-spaziovettoriale,come F-anelloo come F'-
campo. Nel primo casosemplicementealiciamo che [K :
F] < o0, nelsecondoK = Flay,...,a,] enelterzoK =
F(ai,...,a,). E altres ovvio che ogni accezionémplica
la succeswa. Al fine di esploraremeglio questiconcetti
dimostriamaunaseriedi risultati.

Lemma 1.76. Se K € un’estensiondinita di F" allora K &
algebricoe finitamentegenelato su F' (comecampo).
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Dim. Siaay,...,a, unabaseper K su F', allora ogni
elementadi K edellaforma” a;0; e K = F(ay,...,qy)
e finitamentegeneratesu F. Siaa € K, alloral,a,...,a"
sonalinearmentalipendentsu F', il cheequivaleadasserire
chea e algebricosu F' . g.e.d.

Vale ancheil viceversamala dimostrazioneaichiedeal-
cuneproprietdel grado.

Proposizionel.77.SianoF < L < K campi,allora
[K:F|]=[K:L|[L:F].

Dim. Sia{a;|i € I} unabaseperL/F e {b;|i € J}
unaper K/L. Mostriamoche{a;b;|i € I,j € J} euna
baseper K/ F. Sez appartienea K, alloraesistonax; € L
tali chez = > . a;b;. Inoltre esistonog;; € F' tali che
a; = ), Bijai, quindiz = ), . Bija;b; € a;b; generanak
comespaziosuF'. Sia)_, ; Bija;b; = 0, allora}; Bija; = 0
perlindipendenzadei b; su L. Usandola F-indipendenza
degli a; sgguechef;; = 0, quindigli a;b; costituisconaina
F-baseperK e[K : F|=|I||J|=[K : L][L: F]. g.e.d.

Proviamo chefinitamentegenerata algebricaimplica fi-
nita.

Proposizionel.78. Sia K un’edensionedi F. Seq; € K &
algebrico, allora Flay, . .., a,] € un’estensiondinita di F,
inoltre

[Flo, ..., : F] < H[F[ai] . F).

Dim. Procediamaper induzionesun. Il cason = 1
sgguedallaProposiziond.62.Sipon® E = Flay, . . ., ay]
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el = Flo,... o), allora[L : F] < [’ [Fla] : F].
Allora E' = L[a,] € un campo,poicté «,, & algebricosu L
e siccomeminy, (o, )| ming(a,) ancoraper1.62,si ha[E :
L] < [Flay) : F]. Allora induzionee 1.77implicano

B F) =B LLs F) < [[(Flai] : F,

comerichiesto. g.e.d.

Notiamochela disuglaglianzapuo essersstretta.

Esempiol.79.Siaa = v/2 eb = /18, allora [Q(a) : Q] =
[Q(b) : Q] = 4, poiché z* — 2 e z* — 18 sonoirriduci-
bili suQ per il criterio di Eisenstein. Tuttavia Q(a,b) =
Q(+/2,+/3) chehagrado8 suQ. Infatti (b/a)* = 3, quindi
V3 € Q(a,b). Ora [Q(a,b) : Q(a)] < 2, poiché b soddisfa
il polinomioz? — 3,/(2) = 2% — 3a? € Q(a)[x]. Per1.77
Qb)Y = [Qa,h) : A@)]Qa) : O <
3 = [Q(V3,v3): Q.

SiccomeQ(v/2, v3) < Q(a, b), otteniamd’eguaglianza.
Esercizio 1.80. Dimostrare che8 = [Q(v/2, v/3) : Q).

Dim. Sipongaa = v/2 eb = /3. SiccomeQ(a) : Q] =
4, bastaprovarechedeg mingy,) (b) = 2, ossiacheb ¢ Q(a).
Altrimenti b = w + za + ya® + za® unelementadi Q(a) (si

ricordi chel, a, a?, a®> sonounabaseperQ(a)). Quadrando
si avrebbe

wz+2yr =0
2wy + 224222 =0
wx +2zy =0

w? +4dzz + 2y =3
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w = 0 implicherebber = z = 0, ma2y? = 3 nonammette
soluzioniin Q. Quindiz = —2% e Z(w? — 2y*) = 0, il che
imponew = 0. g.e.d.

Mostreremoquestofatto come applicazionedella teoria
di Galois.

Corollario 1.81.SeK estendd’, alloraa € K eéalgebrico
Su F' sse[F(a) : F] < oo. Inoltre K & algebricosu F' se
[K : F] < .

Nonvaleper il viceversaossiaesistoncestensionalge-
brichedi gradoinfinito.

Proposizionel.82. Sia K un’edensionedi F' e sia X un
sottoinsiemeadi K costituito da elementialgebrici. Allora
F(X) éalgebricasuF. Se|X| < oo, allora [F(X) : F] <
Q.

Dim. Siaa € F(X). Perl.55esistonoy,...,a, € X
tali chea € F(oy,...,a,). Perl.78, F(ai,...,ay) €,a
fortiori, a sonoalgebricisu F'. Percui F(X) e algebricosu
F. L'ultimo fattoseguedal.78. g.e.d.

Possiamaalfine provare che esserealgebricoe unapro-
prietatransitva.

Teoremal.83.SianoF < L < K campi.SeL/F eK/L
sonoestensionalgebiiche allora K/ F lo é.

Dim. Siaa € K esia f(z) = Y., f;z* il polinomio
minimodi o suL. SiccomeL/F e algebricaallorail cam-
po Ly = F(fo,..., fn1) € un'esten®ne finita di F' per
1.81. Ora f(z) € Ly[z], percui a & algebricosu Ly. Al-
lora [Lo[a] : F] = [LO[O{] : L()] = [L() : F} < oo. Poi-
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ché F(a) < Ly(a), sivedeche[F(a) : F] < ccea €
algebricosu F. Datalarbitrarieta di a, si hache K/F &
algebrica g.e.d.

Percui hasensda seguentedefinizione.

Definizione 1.84. Sia K un’estensiongli F'. L'insieme
{a € K|a e&algebricosu F}
vienedettola chiusura algebricadi F' in K.

Corollario 1.85.SiaL la chiusuma algebricadi F' in K, al-
lora L € uncampoe quindila massimaestensionalgebrica
di F' contenutan K.

Dim. Sianoa,b € L. Allora F(a,b) € algebricosu F
per1.83 quindi contenutan L. Ma a + b,a/b € ab stanno
in F(a,b). Quindi L & un campo. D'altro cantoogni ele-
mentoalgebricosu F' stain L, dacui seguela partefinale
dell'asserta g.e.d.

Definizione 1.86. Dati duesottocampil; e L, di uncampo
F, dicesicompostodi L; e Ly il campoL(Ly) = La(Ly),
ossiail piu piccolosottocampaontenententambi. Verra
indicatocon L, Ly, chenonva confusoconil prodottoinsie-
mistico.

Eserizio 1.87.Postia = /2, b = /3, si dimostri che
Q(a)Q(b) = Q(a + b), maa + b nonappatieneal prodotto
insiemisticodi questiduecampi.

Dim. Abbiamo gia mostratoche Q(a + b) = Q(a,b),
ma chiaramentejuest’ultimocontieneQ(a) e Q(b) e quin-
di contieneancheil loro composto. ViceversaQ(a,b) =
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Q(a)(b) < Q(a)Q(b). Sea + b appartenessa prodottoin-
siemisticodi questidue campidovrebbeo esistererg, 1 e
Yo, 1 in Q tali chea + b = (2o + z1a)(yo + y1b). Siccome
1,a, b, ab €unabaseperQ(a, b) suQ, nesgguechez;y; = 0
ez;y; = 1,oved, j € {1,2} ei # j. Ma questecondizioni
sonoincompatibili. g.e.d.

Esempiol.88.Siaa = V2 ew = e’5". Allora Q(a)Q(w) =
Q(a,w) = Q(a + w). La primaidentit si dimosta come
sopr. Per la secondasi pongab = a + w, allora (b —
w)® = 2. Espandend e tenendacontodel fatto chew?® = 1
ew’ = -1 —w,sihaw = 523, Quindiw € Q(b) e

a=b—we Qb), dacuiQ(a,w) = Q(b).

1.3 Automorfismi

Ricordiamocheun omomorfismadi anellie unamappache
preseraproddto, sommae identita.

Definizionel.89.Sia K uncampo.Unisomorfismali anelli
da K in K vienedettoun automorfismodi K.

Esercizio 1.90. Dimostrare che ogni omomorfisno da un
campoin sé e iniettivo.

Dim. Sia f € End(K), allora N = ker f € unidealedi
K, alloraN =00 K. Siccomef(1x) = 1z, il second@aso
nonsi verifica. g.e.d.

Definizione 1.91. Siano K ed L estensiondi F. Allora un
omomorfisnor da K in F' vienedettoun F-omomorfismo
set(a) = a,Va € F. L'insiemedi tali mappevieneindicato
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conhomp(K, L). SeL = K parleremodi F-endomorfismi
di K eli indicheremoconEndp(K).

In modoequialenter € homp(K, L) selarestrizionedi
7 ad F' coincidecolla mappaidentica, 7z = idp. Si noti
cher € homp(K, L) soddisar(aa) = 7(a)7(a) = at(a),
ossiae F-lineare. Perquantovisto 7 € iniettivo. Se[K :
F] =[L : F] < o, allorat & anchesuriettvo, quindi un
isomorfismo.

Esercizio 1.92.Sia[K : F] = [L : F] < oo. Sidimostriche
ogni F-omomorfismala K in L e unabiezione

Il prossmo esercizianostrachela condizionedi finitezza
delgradoe necessaria.

Esercizio 1.93.SiaX = {z;|7 € N} e FFuncampo.Siar
la mappada K = F(X) in sé definitasostituendan ogni
funzionerazionalel'indeterminataz; conz;, . Provare che
T €iniettivamanonsuriettiva.

Definizione 1.94. Sia K un’estensionali F'. Il gruppo di
Galois Gal(K/ F) elinsiemedi tutti gli F-automorfismdi
K.

In generalese K = F(X), alloraun F-automorfismoe
definitodichiarandd’immagine dei generatori.

Lemma 1.95.Sia K = F(X). Seo,7 € Gal(K/F) e
oix = Tix, allora o = 7. Per cui F-automorfismisono
determinatidalla loro azionesuigenegtori.

Dim. Sipongaa = (oq,...,0,). Siaa € K, allo-
ra esistonoay,...,a, € K talichea € F(a) e f,g €
Flzy,...,z,) talichea = f(a)/g(a). Siaf(z) = > ; bz,
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dove I éunmultiind ice (iy, ..., 4,),b; € Fexz! =z ... gir.
Ora

U(f(QIa R an)) — ZI bIO'(Oll)il st O'(Cun)i" =
2rbrr(an)” - 7(an)™ = 7(f(eu, .. an)),

quindio(a) = 7(a) . g.e.d.

Lemma 1.96.Sia7 € homp(K,L) e « € K algebrico
SUF. Sef(a) = 0, ove f € F[z], allora f(r(a)) = 0.
Quindi 7 permutale radici di ming(«). Inoltre ming(a) =
ming(7(a)).
Dim. Siaf(z) = .., fiz". Allora
0="7(0)=) r(fi)r(a)"
=0

Ma 7(f;) = f; in quantof; € F. Allora f(7(«)) = 0. In
particolarequestovale perp = minp(«). Dap(r(a)) =0
sgguecheming(7())|p, map eirriducibile e alloracoinci-
deconming(7(w)) . g.e.d.

Corollario 1.97.Se[K : F] < oo, alloraGal(K/F) < oo.

Dim. Chiaramentd(/ F efinitamentegeneratagssa K =
F(ay,...,a,) cona; algebricosu F. Oraogni F- automor
fismoe univocamentaleterminatalalleimmaginidegli a; e
gueste per 1.96, pos®no esseresceltein un numerofinito
di modi. g.e.d.

Esempio 1.98. Mostriamo che Gal(C/R) = {id, o}, ove
o indica la coniugazionecomplessa. Chiaramentequesti
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sonoautomorfismi.Viceversasi ossevi che C = R(7), ove
i + 1 = 0, quindi per ogni R-automorfiso 7(i) = +i e
Gal(C/R) ammettesolodueelementi.

Esempio1.99.Siaa = v/2, allora Gal(Q(a)/Q) = 1. Sia
o € Gal(Q(a)/Q), allora o(a) deve essee unaradicedi
23 — 2 edun elementadi Q(a) che & un sottocampali R.
Siccomde altre radici di z> — 2 nonsonoreali,s(a) = a €
o =id.

Esempiol.100.Sia K = Fy(t) e F = F»(¢?). Allora [K :
F] = 2. Infatti ¢t annullaz? — #* € F[z]. D'altro canto
z? — t? = (z — t)? ammetteun’unica radice t. Per cui
Gal(K/F) = id.

Esempio1.101.Sia F = Fy. Il polinomiol + = + z2 &
irriducibile su F poiché non haivi radici. SiaM = (1 +
r+ z)F[z] e K = Flz]/M. Per 1.48 K & un campoi
cui elementisonodella formaa + bz + M, ovea,b € F.
Ora F' éisomorfoa e puo venire identificatocon{a + M }.
Sipongaa = z + M, allora K = F(«). Per definire un
F-automorfisnoo di K bastaspecificae o(«). Questideve
esseeunaradicedi 1 +z+z%. Mal+z+z? = (z—a)(x—
a—1)suK,allorac(a) = @ 0a+1. Nelprimocasos = id.
Nelsecondaasoefacile provare cheo(a+ba) = a+b+ba
definisceun F-automorfisno. Quindi Gal(K/F) = {id, o }.

Esercizio 1.102. Mostrare che o(a + ba) = a + b + ba
definisceun automorfisnodi F(a)/F ovea’?+a+1=0e
F =T,.

L'idea chiave della Teoriadi Galoise lasciareinteragire
teoriadei gruppie teoriadei campi.
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Definizione1.103.Dataun’esten®ne K/ F' e uncampoin-
termedioF' < L < K definiamoGal(K /L) comeil gruppo
degli L-automofismidi K. Viceversadato un sottoinsieme
S C Aut(K), definiamo
F(S)={a€ K|7(a) =a, VT € S}.
Esercizio 1.104.Provare che perogni S C Aut(K) & un
sottocampali K.
In particolarese S C Gal(K/F), alloraK > F(S) > F,
cioe F(.S) &€ uncampointermedio.
Lemma 1.105.Sia K uncampo.
1. SeL; < L, sonosottocamptli K, alloraGal(K/L;) >
Gal(K/Ls);
2.seL < K,alloraL < F(Gal(K/L));
3. seS; C S, sonosottoinsiemdi Aut(K), alloraF(S;) 2
4.seS C Aut(K), allora S C Gal(K/F(S5));
5.seL =3F(S),alloral = F(Gal(K/L));
6.seH = Gal(K/L), allora H = Gal(K/F(H)).

Dim. | primi quattropunti sonofacili consguenzedella
definizione.Ad esempicseo € Gal(K/Ls), allorac(a) =
a, perognia € Ly. SiccomeLy, > Ly, 0 € Gal(K/L,). Per
il punto5 si suppogachelL = F(S) perqualchesottoinsie-
meS di Aut(K). Allora S C Gal(K/L) eF(Gal(K/L)) <
F(S)=L.MaL < F(Gal(K/L)),quindiL = F(Gal(K/L)).
Peril punto6, se H = Gal(K/L), perqgualchesottocampo
Ldi K, alloraL < JF(Gal(K/L))e

Gal(K/F(Gal(K/L)) < Gal(K/L) = H.
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Tuttavia peril punto4, H < Gal(K/F(H)), quindi H =
Gal(K/F(H)) el'assertosenededuce g.e.d.

Corollario 1.106.Sia K un’estensioa di F', allora esiste
una biezioneche inverte le inclusionitra i sottayruppi di
Gal(K/F) dellaformaGal(K/L) conL > F elinsieme
deisottocampintermediK > L > F dellaformad(.S) per
qualdhe sottoinsiemeS di Gal(K/F'). La corrispondenzaé
datada L — Gal(K/L) elinversadaH — F(H).

Dim. E unimmediataconsguenzadel Lemmal.105.Se
G e F sonoi gruppiei campirelatvi all’enunciato,allora
L — Gal(K/L) definisceunamappadad in §. Talemappa
e unabiezioneperil punto5 del sudattolemma.ll punto6
dimostrache H — JF(H) nedefinisce’inversa g.e.d.

Dataun’estenne finita K/ F, sottoquali condizionila
corrisporenzal. — Gal(K/L) definisceunacorrispon@n-
zacheinvertele inclusionitratutti i sottogruppdi Gal(K/F)
e tutti i sottocampintermediK > L > F?

E necessariche F = Gal(K/F). In realt tale con-
dizione risultera anchesuficiente. Stabiliamoora alcune
relazionitra |Gal(K/F)| e[K : F].

Definizione1.107.SeG e ungruppoe K uncampo.allora
un carattere e unomomorfismalaG in K*.

Ponendd> = K*, sivedechegli F-automorfismpos®-
no essereonsideratcomecaratteridaG in K*.

Lemma1l.108(Dedekind). Sianor, . .., 7, caratteridistin-
tidaG in K*. Allorai =; sonolinearmentendipendentisu
K,o0s3a ), ci7i(g) = 0 perogni g € G implicac; = 0.
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Dim. Siak minimotalecher:1 ¢;; = 0. Allora ¢; # 0.
Poicte iy # 7, esisteh € G talecher(h) # m(h). Siha
Yiem(h)mi(g)=0e

k
> emi(gh) = emi(h)i(g) = 0.
=1 1=1
Sottraendai ottiene>""_, ¢;(r1(h) — 7i(h))7i(g) = 0, ossia
una combinazionenon nulla che rappreseta I'endomorfi-
smonullo con menodi k& termini, controla minimalita di
k. g.e.d.

QuestoLemmace il capostipitedi altri risultati che so-
no noti comeleggi di ortogonalif nell’ambito della teoria
dellerappresentaziondi cui Dedekindvieneindirettamente
consideratanodeifondatori.

Proposizionel.109.Sia K/ F finita, allora |Gal(K/F)| <
[K : F].

Dim. Il gruppoGal(K/F') efinito perl.97.SiaGal(K/F) =
{m,...,m}esia[K : F] < n. Siaay,...,a, unaF-base
per K. La matriceA = (7;(¢;)) € (K),xm haquindirighe
linearmentedipendentisu K. Allora esistonoc; € K non
tutti nulli tali che) . 7;(;) = 0 perognij. SiaG = K*,
alloraG > g = >_; f;a; peropportunif; € F. Siccte

Y amilg) =) me(aj) = Z £i(Q_ emiley)) = 0.

Peril Lemmal.108¢; = 0, controle ipotesi.Quindi|Gal(K/F)| <
[K : F]. g.e.d.

Si noti cheil precedenteisultatosarebbeovvio se K =
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F[a] fosseun’esten®one semplice.In quel casoogni auto-
morfismoo é determinatadac(«). Ma questadeve essere
unaradicedi ming(«), il cui gradocoincidecon [K : F].
Inoltre gli esempil.99 e 1.100 mostranoche la disugua-
glianzapuo essersstretta.

Proposizionel.110(Artin). SiaG unsottagruppo finito di
Aut(K) e F = F(G). Allora |G| = [K : FleG =
Gal(K/F).

Dim. Perl.109|G| < [K : F]. Sian = |G| < [K : F]
esiscel@noas,. .., a,.1 € K linearmentendipendentisu
F.SeG = {m,...,m},alloraA = (1(e)) € (K)nxnt1)
hacolonnelinearmentadipendenti.Siak il minimo numero
di colonnelinearmentaipendenti{ad esempicsianole pri-
mek). Allora esistonoe; € K tali che ", cirj(e) = 0
perognij. Perminimalitac; # 0, allorapossosuppare che
c1 = 1. Seg; € F,allora0 = 7;(>_, cia;) e 'argomentodi
7; sarebbenullo controla F-indipendenzalegli o;. Allora
esistecy ¢ F equindio € G talecheo(ca) # co. Appli-
candoo ottengo) . o(c;)7;j(;) = 0 perognij. Sottraendo
la somma)riginariaottengto:2(a(cz-) —¢i)7j(a;) = 0 per
ogni j, controla minimalita di k. PertantqG| = [K : F.
In particolareG = Gal(K/F) essendds < Gal(K/F) e
|G| = [K : F] > Gal(K/F) . g.e.d.

Definizione1.111.Sia K un’esten®nealgebricadi F. Al-
lora K dicesiestensionali Galoisdi F' seF’ = F(Gal(K/F)).

Noi ci occuperemasclusvamentedel caso[K : F| <
Q.

Corollario 1.112.Sia K/F finita, allora K/F e di Galois
sse|Gal(K/F)| = [K : F].
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Dim. Se K/F edi Galois,allora F = F(Gal(K/F)) e,
perl.110|Gal(K/F)| = [K : F]. Viceversasi ponga L =
F(Gal(K/F)). Allora Gal/K/F) = Gal(K/L) per1.110e
|Gal(K/F)| = [K : L] < [K : F]. Siccome|Gal(K/F)| =
[K : F],siha[]K : L] =[K : F],percui F = L. g.e.d.

PurtroppodeterminareGal(K/F') € un compitodifficile
in generale.

Corollario 1.113.Sia K = Fla] un’edensionealgebrica
semplicedi F'. Allora |Gal(K/F')| @ugualeal numep di ra-
dici distintedi ming(a). Per cui K/ F & Galoissseming(a)
han radici distintg oven = deg ming(a).

Dim. Siat € G = Gal(K/F), allorar(a) &unaradicedi
ming(a). Siccomer(a) determinaunicamenter, si hache
|G|len. Viceversasiab € K unaradicedi ming(a) e si de-
finiscaunamappar € F¥, medianter(f(a)) = f(b) (ossia
7 coincidecolla sogituzionea — b). Allora e immediato
provarecher € G. Quindi|G| € ugualeal numerodi radici
distintedi ming(a). SiccomdK : F| = degming(a), K/F
e di Galoissseminp(a) hatutteradicidistintein K . g.e.d.

Esistonodue casiin cui p = ming(a) non abbastanza
radici distintein K: o nontutte le radici di p stannoin K,
oppurep ammetteradici multiple. Gli esempil.99e 1.100
mostranacheentrambii casisonopossoili.

Esempio 1.114. L’estensioneQ(v/2)/Q non & di Galois,
poiché hagrado3 maGal(Q(v/2)/Q) ebanale

Definizione 1.115.Dato un campoK siau : Z — K de-
finita via n* = nlg. Ovviamentew € un omomorfismali
anelli. SiccomeK & undominio,ker » € unidealeprimoo
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nullo di Z. Siap il suogeneatore, allora p vienedettola
caratteristica, char(K) di K.

Esercizio 1.116.Dimostare che ker u € un ideale primo o
nullo di Z.

Esempiol.117.Sia k un campodi caratteristicap > 0 e
K = k(t) il campodellefunzionirazionalisuk. Alloral'e-
stensioné:(t)/k(t?) hagradop. D’altra parteil polinomio
zP — tP = (z — t)? ammettaunasolaradicein k(t). Quindi
k(t)/k(t’) nonédi Galois.

Esempiol.118.Sia F' un campotale chechar(F') # 2, sia
a € F ~ F?, ove F? indica l'insiemedei quadati di F e
siainfine M = (z? — a) l'ideale geneatodaz? — a. Allora
K = F|[z]/M €uncampogssend z2—a irriducibile. Posto
u=1z+ M € K, sivedeche K = Flu]. Ora[K : F| = 2.
Siac(a + bu) = a — bu, perognia,b € F, allorac éun
F-automorfisnodi K, allora2 < |Gal(K/F)| < [K : F]e
K/F édi Galois.

Esempiol.119.Siaa = v/2,b = ¢35, e K = Q(a,b) al-

lora K/Q é di Galois. Infatti il grado dell’estensiones 6

essend [Q(a) : Q] = 3, [Q() : Q = 2eb ¢ Qa).

Siccomeogni Q-automorfisno o di K € univocamentale-
terminatoda o(a), o(b), possiamandividuare o mediante
unacoppia(a’,t’) di elementidi K. Inoltre o’ & radicedi

23 —2eb di 22+ z + 1. Quindi ho 6 possibili coppie
(a,b), (ab,b), (a,b?), (ab?,b), (ab,b?), (ab? b?). Ognunadi

esseaealiza unautomorfismo.

27i

Esercizio 1.120.Siaa = v/2,b =% ,e K = Q(a, b). Det-
ta 7 la mappaindividuatada (ab, b) e o quellaindividuata
da (a, b?), dimostare che realizzaw automorfisni di K e
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provare che (r, o) &il gruppodiedrale di ordine 6 (ossa il
gruppo dellesimmetriedi untriangolo equilatep).

Esempiol.121.Siak uncampo,z = (z1,...,z,) € K =
k(z). Dataunapermutazione € S,, il gruppo simmetrico
sun oggetti, siaz? = (zy-,...,z,s). Estendiamar a tutto

K comesgue:

(@ )" _ f&)
9(z) g(z7)

Un po’ di fatica consentadi provare che o definisceun k-
automorfisnodi K. Quindi S,, < Aut(K). SiaF = F(S,).
Per1.110K/F eéun’estensionéi GaloisconGal(K/F) =
Sp. F vienedettoil campodellefunzioni simmetriche negli
x;. Questosgguedal fattoche% e F implica% = ggf:g
Siano

$1 =r1+T2+ -+ Ty,
S = x1T2+ 2123+ -+ Tp_1Ty,

Sp = T1T92-° " Typ.
| polinomis; vengonalettii polinomisimmetricielementari.
Owviamenté:(sy, ..., s,) < F. Sinoti che

n n—1

[I¢—z)=t"+> (=)sit",

i=1 =0
ovesy = 1.
1.4 EstensioniNormali

Abbiamovistocheun’estensionalgebricasempliceF[a]/ F
e di Galoisssetutte le radici di ming(a) stannoin Fla] e
sonodistinte.In questgparagrafanalizziamal primo caso.
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Lemma 1.122(Rulffini). Sia f(z) € Flz] ea € F, allora
f(a) = 0 ssex — a|f(x). Inoltre f ammetteal pit deg(f)
radici.

Dim. Perl'algoritmo delladivisionef = g - (z — a) +
r, ovedegr < degz — a, OSsiar € F. Ma f(a) = r,
quindi f(a) = 0 ssexz — a|f(z). Siaoraa unaradicedi
f,alloraf = (z — a)q, ove ¢ € F[z]. Perinduzionesu
deg f possamo assumereheil numerodi radici di ¢ sia
al piu degg = deg f — 1, da cui segue la secondaarte
dell’asserta g.e.d.

Definizione 1.123.Sia f € F|z] e K un’esten®nedi F.
Allora si dice che f spezzasu K se f(z) = a][;(z — a;)
peropportun elementi; € K.

Esercizio 1.124.Dimostrare chez? + 1 € R[z] si speza su
C. Pilin geneanle, siap(z) € F[z] unpolinomiodi grado
dueesiaa € K, K un'esten®nedi F, unaradicedi p.
Mostrare chep spezain K.

Esercizio 1.125.Siap unprimoe f = S P ot e Q[z). Sia
w=er.Provareche f spezzauQ(w).

Teoremal.126(Kr onecker). Abbia f(z) € F[z] gradon.
Allora esisteun’estensioa K di F' che contieneunaradice
di f e[K : F] < n. Inoltreesisteun’estensioe L/F sucui
fspezae[L : F] <nl

Dim. Siap(z) unfattoreirriducibile di f(z) in F[z] e sia
M = (p(z)). Allora K = F|[z]/M e uncampoed esiste
monomorfismala F' in K, ossiala mappag : a — a + M.
RimpiazzandaF' con ¢(F), possiamaassumerehe K sia
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un’esten®nedi F. Inoltrea = z + M € K éunaradicedi
pequindidi f. Poiclte[K : F| = degp < deg f, abbiamo
la primapartedell’asserto.

Oraf(z) = (z—a)g(z) in K[z]. Perinduzionesun esiste
un’estenmne L/ K di gradominoreo ugualea (n — 1)! su
Cui g si spezzaMa alloraanchef spezzesuL e[L : F] =
[L: K|[K:F]<n(n-—1)!=n!. g.e.d.

Definizionel.127.Sia K un’estensiondi F' e f(z) € F[z].

1. Sef(z) € F[z], allora K €uncampodi spezzamento
per f suF sef sispezzasuK e K = F(ay,...,a,),
oveay,...,a, sonoleradicidi f;

2. seS euninsiemedi polinominoncostantisu F', allora
K euncampodi spezamentgoer S suF seogni f € S
sispezasuK e K = F(X), ove X elinsiemedi tutte
le radici di tutti i polinomiin S.

Intuitivamenteun campodi spezzamentper un insieme
S elaminimaestensionsucuii polinomiin S sispezzano.

Corollario 1.128.SiaS = {f1, ..., fu} unsottoinsiemdi-
nito di F[z]. Allora esisteun campodi spezamentoper S
SUF.

Dim. Sipona f =[], fi, alloraK euncampodi spezza-
mentoper f sselo eperS. Perl.126segyuell risultato. g.e.d.

Esempio 1.129.Siaa = V2 eb = €%, allora il cam-
po K = Q(a,b) e di spezzmentoper il polinomiop =
23 — 2 € Q[z]. Infatti questopolinomioammetter, ab, ab?
comeradici. Quindip si speza su K. Inoltre ogni campodi
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spezamentocontienenecessaamentea e b = ab/a, quindi
contienek.

Corollario 1.130.Sia f € F[z] di gradon. SeK & un
campodi spezzmentodi f suF, allora [K : F] < nl.

Dim. Perinduzionesudeg f. Sen = 1 eovvio. Sia K di
spezzamentper f suF esiaa € K unaradicedi f. Allora
f=(z—a)gedegg =n— 1. Inoltre K e di spezzamento
perg su Fla]. Ma [Fla] : F] < n, essendaning(a) un
divisoredi f, quindi [K : F] = [K : Fla]][Fla] : F] <
(n—1)n. g.e.d.

Esempiol.131.Siak uncampoe K = k(z1,...,z,). Ab-
biamo gia visto comedefinire un'azone di S,, su K. Sia
F = 3(S,), allora S, = Gal(K/F) per 1.110e [K :
F] = |S,| = n!. Sianos; le funzioni simmetritie ele-
mentari,ossias; = ., z!, ovel = (iy,...,4,) €unmul-
tiindice di lungheza |I| = .4 = i,4; € Nyg ez’ =

jzi. Allorak(sy,...,s,) < F. Vogliamomostare che
k(s1,...,s,) = F. Siaf(t) = [[,(t — z;) € K][t], al-
lora f(t) = Y. o(—)'siz"%, ovesi ponesy = 1. Ora K
e genemato dagli x; suk, quindi € un campodi spezamen-
to per f(t) suk(sy,...,s,). Poiche [K : F]| = |S,| = nl,
[K : k(s1,...,s,)] > nl. Tuttavia[K : k(s1,...,8,)] < n!
per 1.130. Per cui F = k(sy,...,s,) € ogni funzionera-
zionalesimmetricaé unafunzioneraziorale nelle funzioni
simmetride elementari.

Chiusue Algebriche

Lemma 1.132.Sia K uncampoallora le seguentiafferma-
zioni sonoequivalenti:
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. Nonesistonaestensionalgebriche proprie di K

. honesistoncestensionfinite proprie di K

. seL eun’esten®nedi K, allora K = {a € L |a €algebricosu F'};
.ogni f(z) € K|[z] sispeza;

.ogni f(z) € K[z] ammettaunaradicein K;

o 01 b~ W DN -

. ogni polinomioirriducibile suK hagradol.

Dim. (1) = (2): Infatti ogni estensiondnita & algebrica.

(2) = (3): Siaa algebricosu K, allora K (a) € un’esten-
sionefinitadi K e K(a) = K, cioea € K.

(3) = (4): Siaf(z) € K[z] e siaL uncampodi spezza-
mentodi f suK. SiccomeL e algebricosu K, nesegueche
L = K,o0ssif sispezzauK.

(4) = (5): banale.

(5) = (6): Siaf € K|[z] irriducibile. Allora f ammette
unaradicein K, ossiaf haun fattorelinearee quindi f ha
gradol, essendarriducibile. (6) = (1): Sia L un’esten-
nealgebricadi K. Siprendaa € L esiap(z) = ming(a).
Alloradegp=1ea € K . g.e.d.

Definizione1.133.SeK soddiga unadellecondizioniequi-
valentidel Lemmal.132,allora K dicesialgebricamente
chiusa SeK eun’estensionalgebricadi F' e K e algebri-
camentechiuso,allora K dicesiunachiusura algebrica di
F.

Esempiol.134.1l campodeicomplessiC e algebricamente
chiuso, fatto che verra in seguito provato sottoil nomedi
TeoremaFondamentaledell’'Algebra. Sia

A = {a € C|a ealgebricosuQ},

40



allora A & algebricamentechiuso. Infatti se f(z) € Alz],
allora f si spezzan C. Nesiaa unaradice allora a €
algebricasuA e quindisuQ per 1.83,cioea € A. Sinoti
cheA # C, poiché C/Q noné algebrica.

Desideriamg@orovarecheogni campoammetteunachiu-
suraalgebricae quindicheogniinsiemedi polinomiammet-
te un campodi spezzamentaA tal fine abbiamabisognodi
alcunirisultatidi AritmeticaCardinalee delLemmadi Zorn.
Siricordache®; = |N|,

Lemmal.135.SeK/F ealgebrica,allora|K| < max{|F|, Ng}.

Dim. Datoa € K, sianoay, ..., a, le radici di ming(a)
in K. SeM e I'insiemedi tutti i polinomi monicisu F' si
definiscaf : K — M x N mediantef(a) = (ming(a), )
sea = a,. Essedo f iniettiva, allora |K| < M x N| =
max{| M|, Ro}. Bastamostrareche |M| < max{|F|,N¢}.
SiaM,, I'insieme dei polinomi monici di gradon, allora
IM,| = |F"|, essendday, . . ., an_1) — 2" 3.1y aiz; UNa
biezione.Se F' éfinito, allora F™ efinito, altrimenti | F"| =
|F’| (in particolarei punti di un sggmentosonoi corrispa-
denzabiunivocacoi punti di un quadrato).PertantoM| =
| UM, | = max{|F|,No} . g.e.d.

Esercizio 1.136.Sial = [0, 1] C R, allora ogni elementali
I e descrittodalla suaespasionedecimalea = 0.aqas. . ..
Sidefiniscaf : 1> — I, comesaguef(a, b) = 0.agbpasb; - . ..
Provare che f realiza unabiezionetra I2 e 1.

Teorema 1.137.Sia F' un campo. Allora F ammetteuna
chiusuma algebrica.
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Dim. SiaS uninsiemecontentef’ taleche|S| > max{|F|, Ny}.
Sia A I'insieme di tutte le estensionalgebrichedi F' inter-
nead.sS. Allora A e ordinatorispettoallinclusione. Peril
Lemmadi Zorn esisteun elementamassimaleV/ di A. Vo-
gliamoprovareche M € unachiusuraalgebricadi F. SiaL
un’estenmnealgebricadi M. Allora per1.135

|L| < max{|M]|,Ro} < max{|F|,Ro} <|S|.

Percui esisteunafunzionef : L — S taleche fjy, = id.
Definendof(a + b) = f(a) + f(b) e f(a).f(b) = f(ab),
allora f(L) risultaesserain’estensioneli M ed f unomo-
morfismo.Permassimalid f(L) = M e L = M. Pertanto
M e algebricamentehiuso. essendalgebricosu F, ne e
chiusuraalgebrica g.e.d.

Esercizio 1.138(Artin). (Difficile) Sia F' uncampoe sia S
I'insieme dei polinomi monici irriducibili su F. Sia A =
Flzs| f € S] unanellodi polinomiin una variabile per
ogni f € S. Sial < A, l'ideale genematoda f(zy), f € S.
Provare chel # A. Siaallora M unidealemassimalehe
contienel e F; = A/I. Provare che F; € un’estensioa di
F e cheogni f ammetteunaradicein F;. Dato F; si co-
struisca F;1 ripetendoquestaprocedur. SiaL = J;2, Fi.
Mostrare che f sispezain L e chela chiusua algebricadi
F in L eunachiusura algebricadi F'.

Traiamosubito unaconsguenzada questorisultatotec-
nico.

Corollario 1.139.SiaS uninsiemedi polinominoncostanti
SuUF'. Allora .S ammettaun campodi spezzementosu F'.
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Dim. Sia K unachiusuraalgebricadi F'. Allora tutti gli
elementidi S sispezzansu K esia X l'insiemedellerela-
tive radici. Allora F(X) < K e€uncampodi spezzamento
perS suF . g.e.d.

Corollario 1.140.SeF' euncampoallorail campodi spez-
zamental di tutti i polinominoncostantisu F' € unachiu-
sura algebricadi F.

Dim. Chiaramentd./F & algebrica.Sia K unachiusura
algebricadi L esiaa € L. Allora per1.83a € algebricosu
F. Siccomeming(a) sispezzasu L neseguechea € L e L
e algebricamentehiuso. g.e.d.

Provatal’esistenzaci si pud chiederajuanticampidi spez-
zamentoe possbile determinare.Datoos € hom(F, F')
possbile estendere atutto F[z], definendo(>"; a;z")” =
S alzt. Sef(z) =[];(z—a;), alloraf(z)” = [[;(z—a?).
Lemmal.141.Siac € hom(F, F') unisomorfismali cam-
pi. Siaf(xz) € F[z] irriducibile. Siaa unaradicedi f in
qualche estensionds di F' e o/ unaradicedi f? in qual-
che estensioneK”’ di F’. Allora esisteun isomorfismor :
F(a) — F'(d/), talecher(a) = o enp = 0.

Dim. Siccomef e irriducibile e f(a) = 0, il polino-
mio minimo di « su F' € un multiplo scalaredi f. Quin-
di f e miny(a) generando stessadealeprincipale M in
Fz]. Allora esisteun F-isomorfismog : Flz|/M — F(«)
definito da ¢(g(z) + M) = g(a). Analogamenteesiste
Y : F'lz]/M' — F'(«) definitoda(g(z) + M) = g(o),
ove M = (f?). Inoltrev : Flz]/M — F'[z]/M' definito
dav(g(z) + M) = g(z) + M’ realizzaun F isomorfismo.
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Pertantor = ¢ lovoy : F(a) — F'(«/) €unisomorfismo
cheestender etalecher(a) =o' . g.e.d.

Lemma1l.142.Siac € hom(F, F') unisomorfismali cam-
pi, K un’estenmnedi F e K’ un'estenmnedi F’. SiaK
un campodi spezamentoper {f;} suF et : K — K’ sia
unomomorfismaale cherr = o. Sef! = f7, allora 7(K)
€ uncampodi spezamentoper { f/} SuF".

Dim. Poicte K e uncampodi spezzamentper{ f;}, esi-
stonoa, oy, ...,a, € K tali che fi(z) = a][;(z — ).
Allora f] = a" [[,(x — «]). SiccomeK e generatodalle
radicidi f; suF, K™ égeneratalalleradicidegli f/, ossiaé
un campodi spezzamentper{ f/} SUF’ . g.e.d.

Mostriamoorail teoremadi estensionali un isomorfi-
smo,unostrumentcacrucialeperla determinazioneel grup-
po di Galoise perla costruzionedi automorfismi.

Teoremal.143.Siac € hom(F, F'), f(z) € Flz] e f° €
F'[z] il polinomiocorrispandente SianoK e K’ campidi
spezamentoper f e f? su F e F’ rispettivamente Allora
esisteun isomorfisno 7 € hom(K, K’), tale cher;p = o.
Inoltresea eunaradicedi f in K eo’ eunaqualsiasradice
di ming(a)? in K’, allora 7 pud essee sceltoin modoche
o =da.

Dim. Perinduzionesun = [K : F|. Sen = 1, allora f
spezzesu F' et = o. Siassumal risultatovero peresten-
sioni di gradominoredi n. Se f si spezzasu F', allorall
risultatoe vero. Altrimenti siap(z) unfattoreirriducibile di
f e a unaradicedi p e o/ unadi p°. Sipon@a L = F(«)
el = F(d/). Allora[L : F] > 1e[K : L] < n. Per
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il Lemmal.141esisteunisomorfismop € hom(L, L') tale
chep(a) = o/. SiccomeK & uncampodi spezzamentper
fsuLeK'loeperf suF’, p siestendead un isomorfi-
smor € hom(K, K') chesoddisa le richiestedell’asserto.
Ovviamenter estender . g.e.d.

Teoremal.144.Siac € hom(F, F’) unisomorfisno. Sia
S = {f;} uninsiemedi polinomi
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