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1 Nozioni preliminari
Lo scopodel corsoè di descriverela Teoriadi Galois,ossia
comeusarela teoriadei gruppi nello studiodella struttura
dei campi.Abbiamopreliminarmentebisognodi introdurre
alcuniconcettirelativi alladivisibilit ànegli anelli, l’esempio
più importantepernoi restandoquellodei polinomi o delle
funzioni razionali.

1.1 Divisibilit à

Nel restodi questasezioneindicheremocon
�

un anello
commutativo dotatodi identit̀a chedenoteremocon1 o ��� .
Nostraintenzioneè definireun concettodi divisibilit à in

�
chericordi l’analoga nozionesugli interi � . Bench́e esista
unateoriadelladivisibilit ànelcasononcommutativo, noi ci
limiteremoal casocommutativo persemplicit̀a.

Definizione1.1. Dati ���	��
 � , diremoche � divide � , �
��� ,
seesiste��
 � taleche ������� .
Esercizio 1.2. Mostrarecheogni elementodi

�
divide � .

Definizione1.3. Se�

 � divide1,diremoche � èun’unit à
o un elementoinvertibile di

�
. Indicheremol’insiemedelle
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unità di
�

con
���

(riservandoad
���

il significatodi
� �

� ��� ).
Ad esempio� � � ��� ��� .

Esercizio 1.4. Provare che
� �

è un grupporispettoal pro-
dottodefinitoin

�
.

Definizione1.5. Dueelementi���	� di
�

si diconoassociati,
�"!#� , se �$���%� , con �

 � � .

Esercizio 1.6. Mostrare che ! definisceuna relazionedi
equivalenzasu

�
.

Definizione 1.7. Un anello commutativo
�

vienedettoun
dominio se �&�'��� implica che � o � è nullo.

Esercizio1.8.Dimostrarechese ( èundominiodi integrità
finito, allora �)(*�+� �-, ./�0( � � , per qualche intero . o, in
notazionemodulare, �)(*�21$3 4/563�� .

In realt̀a . risultaesseresempre1.

Esercizio 1.9. (Difficile) Provare che .
� � . Cosaafferma
questorisultatosullastruttura deidominidi integrità finiti?

Nel seguito restringeremoulteriormenteil nostrouniver-
so considerando solo domini di integrità che denoteremo
generalmentecon ( .

Definizione1.10.Un elementononinvertibileenonnullo 7
di undominio ( vienedettoprimo se78�9�&� implica 78�:� o 78�;� .
Esercizio 1.11.Mostrare chequestadefinizionein � forni-
sceesattamentei numeriprimi e i loro opposti.

Definizione1.12.Un elemento�=<��� di ( � ( � vienedet-
to irriduci bile o atomo se ���:� implica �>! � o �?
 ( � .
Indicheremocon @BAC(ED l’insiemedegli atomidi ( .
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Esercizio 1.13.Semancassela locuzione”non nullo” nella
definizione, lo zero sarebbeprimo? In generalepuò � essere
irriducibile?

Si noti chequestàe la classicadefinizionedi numeropri-
mo in � . Infatti mostriamoche un elementoprimo è un
atomo.

Proposizione1.14.Sia 7B
>( primo,allora 7 è unatomo.

Dim. Sia � un divisoredi 7 , allora 7F� �&� per qualche
�G
 ( . Quindi 78�:�&� e, per definizione, 7 uno dei fattori,
diciamo � . Quindi �$�G7�� e �%AH�JIK�L��DM�N� . Essendo7?<�N� e
( undominio,allora �L�O� � e �P
Q( � , cioè 7=!F� . q.e.d.

Nota 1.15. Il viceversa non vale, ossiaesistonoatomi che
non sonoprimi, ma gli esempisonopiù difficili da trova-
re, quello tipico consistein ( � �ORTS I�UWV , ove X�, S I�U è
irriducibile, divide Y , manondivide Z .

Dim. Si denoti con [ la norma,ossiala mappadefini-
ta da ( in � come [?A\�E, � S I�U]D=� ��^O, U_�L^ . Siccome
[?A\`8Da� ` ` , allora [?A\`cb+DO� [dA\`8DH[?Aeb+D . Inoltre �K
f( �
sse [?Ag�hDi� � . Ora Y � [?AjZ2Dd� [?AkXl, S I�U�D , quin-
di Xm, S I�U��;Y e, se Xl, S I�U dividesseZ , avremmoche
X',nS I�Uo!#Z . Ma ( � � ��� ��� . q.e.d.

Esisteper̀o unavastaclassedi anelli in cui il concettodi
primoeatomocoincidono.Questòeveroin particolarepegli
interi.

Definizione1.16.Dato un anellocommutativoconidentit̀a�
, diciamoche p è un idealedi

�
e scriveremo prq � se p

è unsottoanellodi
�

e, perogni �s
 � , �&p$�Np2�stup .
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Definizione1.17. Un dominio ( dicesia ideali princip ali
o in brevePID seogni ideale p è della forma Av�wDP� �w( �� ��x �yxE
Q(z� perqualcheelementofissato� .
Esercizio 1.18.Dato un campo. , dimostrare che .{R0|}V è un
dominioa ideali principali.

Vogliamomostrarechein unPID gli atomisonoprimi.

Definizione 1.19. Dati ���	� in un dominio ( , x vienedetto
unmassimo comunedivisore tra � e � se:

1. xh�9� e xh�;� ;
2. se �2�9� e �2�;� allora �2�9x .

Proposizione1.20.Sia ( unPID, allora esisteunmassimo
comunedivisore x per ogni coppiadi elementi���	� . Inoltre
x�~ soddisfala stessa proprietà sse xf! x�~ . Infine esistono
|c���E
Q( tali che ��|�,��	�"�Nx (Identit à di Bézout).

Dim. Si indichi con Av������D l’insieme degli elementidella
forma

� ��|�,��	����|��H��
 (z� . Allora è facile mostrareche
Av���	��D è un ideale.Quindiesisteunelementoxz
i( taleche
Av���	��Dm� xw( . In particolare�u
 x6( , quindi xh�9� e, analo-
gamente,xh�;� . D’altro cantose � divide � e � , allora tutti gli
elementidi xw( � Av���	��D sonodei multipli di � , ma x è uno
di questi.Percui x è un massimocomunedivisoretra � e �
ed ha la forma prescritta.Sia x ~ un altro massimocomune
divisore,allora xh�:x ~ e x ~ �9x , cioè x�� x ~ � ex ~ � x2� , quindi
x%A���IK���6DJ�F� . Se x"��� , allora x ~ �F� ; altrimenti �P�N��� e
x"!Nx�~ . q.e.d.

Con unalieve ambiguit̀a indicheremocon �2����Av������D uno
tra gli elementiassociatichefungono da massimocomune
divisoretra � e � .
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Teorema1.21.Sia � unatomoin unPID. Allora � è primo.

Dim. Supponiamoche �h�;�L� , ma ���-� . Sia AvxwD�� Av������D ,
allora x/�:� e xh�9� . Ma essendo � unatomonesegueche x"!#�
o xB! � . Siccome�"�J� deve valereil secondocaso,quindi
��
�AvxwDM� Av������D , cioèesistono|��H�E
>( tali che�&|�,o�L�l� � ,
dacui �%A\�L|�,K�y�6D��F� , ove ���J�N�L� , ossia�/�9� . q.e.d.

Una classeche estendei PID e che risulter̀a molto uti-
le anchenel seguito è quelladei domini a fattorizzazione
unica o UFD. Tra le moltepossibilidefinizioni forniamola
seguente:

Definizione 1.22. Un dominio ( vienedetto a fattorizza-
zioneunica seogni elementosi decomponein modounico
a menodell’ordinedei fattori o di unità nel prodottodi un
numero finito di atomi.

Esercizio 1.23. Perché bisognaspecificare a menodell’or-
dineo di unità nelladefinizionedi dominioa fattorizzazione
unica?

Mostriamochei PID sonounasottoclassedeiUFD.

Teorema 1.24. Sia ( un PID, allora ogni elementodi ( �
si scrivein modoessenzialmenteunicocomeprodottodi un
numero finito di atomi.

Dim. Se xE
Q( � alloral’assertoèbanale.In casocontra-
rio mostriamocheogni elementox ammetteun atomoco-
me divisore. Se x è un atomonon c’è nienteda dimostra-
re. Altrimenti esistexw�i<! �_��x tale che xf� x6���]� . Allora
AvxwDz� Avx � D�� ( , tutte le inclusioni proprie(perch́e?). Se
x � è divisibile daunatomoabbiamoconclusoaltrimenti,so-
stituendox con x � , otterremmounasuccessione infinita di
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elementix�� tali che Avx]�gD�� A\x���� � D�� ( . Ora p�� � � Avx��gD è
un ideale. Infatti se |c���i
np allora |c���i
 Avx � D per  �¡�¡ �
(   abbastanzagrande),quindi |B,N� e ¢_| 
 Avx � D�£ p per
ogni ¢Q
N( . Quindi pQ� A\��D , perqualche� . Sia   tale che
�P
GAvx2�eD , allora A\��D¤£ Avx��eD¥£up�� A\��D e Aj��DM� Avx2�T��¦§D perogni
intero ¨ . Questocontraddicel’ipotesi che Avx2�gD è propria-
mentecontenutoin Avx���� � D . Quindiunodei x2� deveessereun
atomo.Allora scegliamoal primopassox � unatomochedi-
vide x e procediamoanalogamentecon � � , ossia � � � x ^ � ^
perunatomox ^ . Allora costruiscounasuccessione x�� come
sopraequestoprocesso deveinterrompersi,cioè � ¦ èunato-
mo per qualcheintero ¨ . Sia ora � �ª©«©«© � ¦ � � ��©«©�© ��¬ , ove
� � ����­ sonoatomi. Siccomesonoancheprimi allora, a me-
no dell’ordine, � � �;� � , ossia� � ! � � . Cancellandoliottengo
un’identit̀a tradueprodottiatomiciconmenofattori. Perin-
duzionesul numerodei fattori nesegueche,sempreameno
dell’ordine, ¨
�u® e �2�h!F��� . q.e.d.

Se ( è un UFD allorasi può definireil massimocomune
divisore x tra dueelementi����� nel seguentemodo:si scelga
anzituttoun rappresentante7 da ogni classedi equivalenza
rispettoa ! in @BAk(ED , allora �d� ��¯u7}°\±�²´³�µ , ove �F
�( � .
Bastaporre x?� ¯N7}¶ª·9¸ ²´°º¹�²¼»Lµ¾½ °º¿v²À»	µÁµ per ottenereun massimo
comunedivisoretra � e � .
Esercizio 1.25.Mostrareche x definitosopra èunmassimo
comunedivisore.

Il nostrointentoèprovareun teoremadi trasportodovuto
a Gausscheaffermachese ( è UFD allora (rR0|}V è UFD.
Cominciamodaalcunedefinizioni.

Definizione 1.26. Sia ( un UFD e sia � � Â ¦��ÃwÄ �W�Å| � 
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(rR0|}V , allora il contenuto di � , �ÇÆ�AC�hD , vienedefinitocome
�2���cAC������È«È«ÈÇ�L� ¦ D .
Definizione1.27.Diremocheun polinomio � a coefficienti
in unUFD èprimitivo se �ÉÆ�AC�/D+� � .
Lemma 1.28(Gauss).Sia ( un UFD e siano ���HÊd
u(rR;|ËV
primitivi, allora ��Ê è primitivo.

Dim. Perassurdosia 7 un divisoreprimo di �ÉÆÌAC��Ê6D . Sic-
come � è primitivo esiste ® � ÍmÎÁÏ � �W�w�H�«�f<1 » ��� . Sia
¨ l’analogo per Ê . Ora il coefficiente di | ¦�� ¬ in ��Ê vale
Â ��ÃwÄ � ¦�� ¬+Ð � Ê � � Â �ÅÑ2¦ � ¦�� ¬MÐ � Ê � ,r� ¬ Ê ¦ , Â ­ Ñ ¬ �Ç­�Ê ¦�� ¬+Ð ­
cheècongruoa � ¬ Ê ¦ modulo7 equindinonèdivisibile per
7 , control’ipotesi che78�9�ÉÆ�AC��Ê6D . q.e.d.

Esercizio 1.29. Si mostri che il Lemmadi Gaussequivale
alla seguentelegge �ÇÆÌAC�hDy�ÇÆWAeÊ6D��u�ÇÆ�AC��Ê6D .

Mostriamocomequestorisultato serva a stabilire l’irri-
ducibilità di polinomi. Ricordiamochein modoanalogoa
come Ò viene costruitoda � , si può ottenerea partire da
ogni dominio ( un campo Ó�AC(ED dettocampodei quozien-
ti di ( , in cui ( si immerge. L’esempiocheutilizzeremo
sar̀a ( � .{R0|}V , . un campo;in tal caso Ó�AC(ED consistenel
campodelle funzioni razionali,ossiaelementidella forma
�8Av|{DHÔÌÊ{Av|%D .
Definizione1.30.Dato un UFD ( , ogni polinomio � su (
si fattorizzacome�ÇÆÌAC�hDºÊ , perqualchepolinomioprimitivo Ê
chevienedettola parte primiti va di � eindicatocon Õ}ÕÖAC�hD .
Proposizione1.31.Sia �*
i(rR;|ËV , ( unUFD, × � Ó�AC(ED il
relativocampodeiquozienti.Allora @BAC(rR0|}VvDJtG@rAC×mR;|ËVgD .
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Dim. È banalemostrareche (rR0|}V è undominio.Percui il
gradodi unprodottocoincidecollasommadeigradidei fat-
tori. Daciò segueche@rAC(ED¥tG@BAk(rR;|ËVgD eche (rR0|}V � �#( � .
Se � è un atomoallora Õ}ÕÖAC�/D o �ÉÆÌAk�hD sonounità in ( . Nel
primo caso�d
G( quindi è un elementodi × . Altrimenti �
è primitivo. Siccome× � � × � , nesegueche Ê*
Q@BAk×lR0|}VvD
sseÊ nonsi fattorizzanel prodotto di duepolinomi di gra-
do strettamenteinferiore. Perassurdo� non sia un atomo
in ×lR0|}V , allora esistonopolinomi (su × ) tali che � � �&�
e �6Ø��¤�����6Ø��Ù�m� �6Ø���� . Allora �G� ³�Ú9ÛeÚÜeÝ ove �2~¾�	��~+
u(rR;|ËV e
����xm
>( sonomassimicomunidivisori deidenominatoridei
coefficienti di � e � . Percui �Éxy�?� �ÇÆ�Av� ~ Dy�ÇÆÌA\� ~ D�Õ}ÕÖA\� ~ D�Õ}Õ�A\� ~ D
e, confrontandoi contenuti, �Éx � �ÉÆ§Av� ~ Dy�ÇÆÌA\� ~ D ; per cui, a
menodi unità ���uÕ}ÕÖAv� ~ D�Õ}ÕÖA\� ~ D , unacontraddizione. q.e.d.

Esercizio 1.32. Si dimostri che (rR;|ËV è un dominioe sene
deducache @BAC(ED¥tG@rAC(rR0|}VvD eche (rR;|ËV � �F( � .

Si osservichese� èunatomodi ( e � unatomoin (rR0|}V �
( , allora �w� è riducibile in (rR;|ËV , ma irriducibile in ×lR0|}V .
Proviamooraun fondamentaleteoremadovutoaGauss.

Teorema1.33.Sia ( unUFD, allora (rR;|ËV è unUFD.

Dim. Sia � 
 (rR0|}V . Poich́e Õ}ÕÖAC�/D non è divisibile da
atominoninvertibili di ( i suoifattori atomicihannogrado
positivo, quindi sonoin numerofinito. D’altro canto �ÉÆÌAk�hD
è prodottodi un numerofinito di atomiessendoin ( . Mo-
striamoora l’unicit à. Sia �#� ¯ ¦� � � � ¯ ¬­ ��­ , con � � ����­
atomi.Percui i fattori sonoatomiin ( o polinomiprimitivi
per le stesseargomentazionidellaprecedenteproposizione.
Quindi il prodottodegli atomiin ( nelleduefattorizzazioni
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coincidecon �ÉÆÌAk�hD e siccomequest’ultimoappartienea ( ,
abbiamounicità di fattorizzazione.Quindi possiamo sup-
porrechegli � � ��� ­ sianoprimitivi di gradopositivo. Poich́e
×mR;|ËV è un PID, quindi un UFD, ne segueche ¨ � ® e, a
menodell’ordine, �2��! ��� in ×lR0|}V . Poich́e ×mR;|ËV � � × �
ne segue che �����l� �É��� per opportuni elementi ���	� in ( .
Confrontandoi contenutisi ha � ! � in ( e �&�z! ��� in
(rR0|}V . q.e.d.

1.2 Campi ed Estensioni

Definizione 1.34. Siano Þ e ß duecampi. Diremoche ß
è un’estensionedi Þ , se ß à Þ e scriveremo ß á Þ o
ßzÔ�Þ .

Proposizione1.35.Sia ß un’estensionedi Þ , allora ß am-
mettela struttura di Þ -spazio vettoriale.

Dim. ChiaramenteACßB�É, D èungruppoabelianoe la map-
pa AC���É.6Dnâã �/. definisceun prodotto scalare-vettore da
Þ äQß in ß . q.e.d.

Esercizio 1.36.Completare i dettagli delladimostrazione.

Definizione 1.37. La dimensionedi ß su Þ vienedetta il
grado dell’estensioneß�Ô]Þ e sarà indicatacon Råß æ}Þ-V . Se
Råß æÙÞ-Vo� ç diremoche l’estensionèe fini ta; altrimenti
ßzÔ�Þ è un’estensione infin ita.

Esempio1.38. Supponiamonoti i campidei numerirazio-
nali, reali e complessiche indicheremocon Ò , è e é . Il
campodelleclassidi restomodulounprimo 7 , ��ÔL7�� , verrà
denotatocon ê » .
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Definizione 1.39. Un campo algebrico numerico è un’e-
stensionefinita di Ò .

Esempio 1.40. Sia . un campoe | un’indeterminata. Il
campo delle funzioni razionali .{Av|%D è il campodei quo-
zientidell’anellodeipolinomi .{R0|}V , ossiaè costituitoda tut-
ti i quozienti della forma �+Av|%DHÔÌÊ{Av|{D , ���HÊ polinomi, Ê{Av|{D"<�
� , il polinomio nullo. Analogamentedate ¨ indetermina-
te | � �«È�È«ÈÉ��|Ë¦ , indicheremocon .{Av| � ��È«È«ÈÇ��|Ë¦�D il campodelle
funzionirazionali in tali indeterminate.

Esempio1.41.Sia . uncampoe .{AHAv|{DHD l’insiemedelleserie
di Laur ent nell’indeterminata| , ossia le serieformali della
forma

�8Av|{D8�
ëì
��Ã�¦ ���Å|

� �
perqualche ¨>

� dipendenteda � e � � 
i. . Si definiscasu
tale insiemeunasommapuntualeëì

��Ã�¦ ���e|
� ,

ëì
��Ã�¦ ���Å|

� �
ëì
��Ã�¦ Av���w,����eDy|

�

eunprodotto di convoluzioneëì
��Ã�¦ ���Å|

�}í ëì
­ Ã ¬ � ­ |

­ �
ëì

î Ã�¦�� ¬ A
ì
��� ­ Ã î �2�¾� ­ Dy|

î È

Teorema 1.42. Dato un campo . , l’insieme delle serie di
Laurent Aº.{AHAv|%D�DL�L,�� í D risulta essereuncampo.

Dim. Sia ß � .{A�Av|%DHD , allora si verifica facilmenteche
ACßr�L,ï� í D è un anello commutativo con identit̀a. Restada
mostrarecheognielementononnullo è invertibile. Sia �r�
Â ��Ã�¦ ���Å| � <� � ove �2¦f<� � . Moltiplicando per � Ð �¦ | Ð ¦ , ci
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riconduciamoal casoin cui ¨ � � e � Ä � � . Si trattadi
determinarecoefficienti � ­ tali che Ê�� Â ­ ÃwÄ � ­ | ­ soddisfa
Ê í �f� � . Chiaramentedeve essere�ÉÄ$� � . Supponiamo
chetutti i termini ��Ä���È«È«ÈÇ��� ¬MÐ � siamostatideterminati,allora
risolvendol’equazione

�ï� Ak� í Ê6D ¬ �
¬ì
î ÃwÄ ���e� ¬+Ð �

otteniamoanche� ¬ . q.e.d.

Esercizio 1.43. Sia ( un dominioe sia
� � (rAHAv|{DHD l’in-

siemedelle seriedi Laurent su ( . Dimostrare che
�

è un
dominio.È uncampo?

Esibiamooraalcuniesempidi estensioni.

Esempio1.44.L’estensioneé¥ÔWè risulta finita siccomeR0é æ
èJVð�#X . Infatti

� �_�H �� è una è -baseper é .

Ricordiamoche �¼è��O� X]ñÄ ¡ ò Ä � �9Ò$� e che,per ogni
intero ¨ , �9Ò ¦ �ó� �9Ò$� (entrambei risultati sonodovuti a G.
Cantor, il padredell’Aritmetica Cardinale).

Nota 1.45. Il campodei reali è un’estensione infinita di Ò .
Altrimenti è sarebbe in corrispondenzabiunivocacon Ò ¦
per qualche intero ¨ (che va pensatocomela dimensione
di è sui razionali),contraddicendoi duerisultati di Cantor
summenzionati.

Un ulterioree più naturaleesempiodi estensioneinfinita
è datoda

Esempio1.46. Sia . un campoe ß � .{Ae��D il campodel-
le funzionirazionali su . nell’indeterminata� . Allora R´ß æ
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.2V�� ç . Altrimenti si dica ¨ la dimensionedi ß su . ,
allora �_�H�L�«È�È«ÈÉ�H� ¦ dovrebbero essere linearmentedipenden-
ti su . , cioè esistonocoefficienti � Ä �«È�È«ÈÇ��� ¦ in . tali che
Â ¦­ ÃwÄ ��­�� ­ ��� , contro l’ipotesi fatta su � .

Richiamiamoalcunedefinizionicheservirannoperil pros-
simoesempio.

Definizione1.47.Sia
�

unanellocommutativo.Ricordiamo
che un ideale p di

�
dicesiprimo se ���?
 p implica che

almenouno dei fattori appartienea p . Un ideale ô viene
dettomassimale se ô £Npl£ � implica p���ô o p�� � .

Caratterizziamoquesteduepropriet̀amediantel’anelloquo-
ziente

� Ô_p .
Proposizione1.48.Datounanellocommutativo

�
eunsuo

ideale p allora

1.
� Ô§p è undominiossep è primo;

2.
� Ô§p è uncampossep èmassimale.

Dim. Si ponga õ� � � Ô_p e õ��� �ï,�p . Allora �&��
dp sse
�&�a� õ� . Percui p è primo sse õ� è undominio.Siaora õ� un
campo,allora gli unici ideali di õ� sono � o tutto õ� . Per il
teoremadi corrispondenzasugli idealinegli anelliquoziente
ne segue che p è massimale. Viceversasia p massimale,
allora õ� non possiedeideali non banali. Sia ��<� | 
 õ� ,
allora | õ� � õ� ed esiste�ö
 õ� tale che |��÷� � e õ� è un
campo. q.e.d.

Esercizio 1.49. Dimostrare che un idealemassimalèe pri-
mo.Mostrarechein unPID valeil viceversa.
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Esempio1.50. Sia
� � Ò�R:��V e 7óAe��D�� ��ø�IuX

 � . Allora

7 è irriducibile in quantononammetteradici razionali. Sia
pd� 7 � , allora p è un idealeprimo e siccome

�
è un do-

minio a ideali principali p è addirittura massimale. Quindi
ß � � Ô_p è un campo. Inoltre la mappaùfæ+��âã �",Fp ,
ove �E

Ò risulta essere iniettiva. IdentificandoÒ colla sua
immaginemedianteù , possiamodireche ß è un’estensione
di Ò . Sia �?
 � . Per l’algoritmo euclideoesistonoduepo-
linomi ú ed ¢ tali che �ö� úL7s,n¢ ove �6Ø��¤¢�� �6Ø���7�� Z .
Allora �E,fp=� ¢�,np e ß è generato comeÒ -spaziodalle
classilaterali individuateda � , � e � ^ enonèdifficile prova-
re chesonolinearmenteindipendenti.Quindi R´ß æ}Ò'V¥� Z .
Mostriamo direttamenteche ß è un campo. L’unica diffi-
coltà consistenelprovarecheogni elementononnullo di ß
ammetteinverso.Sia �*
 �N� p . Allora �2����Ak���C7%D8� � , cioè
esistono���	�r
 � tali che �6�=,G7��z� � , ossial’inverso di
�$,�p è ��,�p .

Vedremocomegeneralizzarequestoesempiopercostrui-
reesempidi campialgebricinumericidi gradoarbitrario.

Definizione1.51.Sia ß un’estensionedi Þ . Seû è unsot-
toinsiemedi ß , allora l’anello ÞlR9ûrV è l’intersezionedi tutti
i sottoanellidi ß contenentiÞ e û . Analogamenteviene
definitoil campo ÞlAgûQD . Se û è finito diremoche Þ"AvûQD è
un’estensionefinitamente generata.

PerdefinizioneÞlR9ûrV e ÞlAgûQD sonoil minimo sottoanello
e il minimo sottocampodi ß contenenteÞ e û . Fissatoun
elemento�B
÷ß sia Ø�ü ³ la mappadi valutazionedefinitada
Þ"R0|}V in ß mediante

Ø�ü ³ AC�hDÙæý�F�+Av�wDLÈ
13



Esercizio 1.52. Dimostrare che Ø�ü ³ realizza un omomorfi-
smodi anelli nonchédi Þ -spazi vettoriali tra Þ"R0|}V e ß .

Proposizione1.53. Sia ß un’estensione di Þ e � 
 ß .
Allora

ÞlR;�2V{� � �8Av�wD��H�8Av|{D�
>Þ"R0|}Vj�
e

ÞlAv�wD�� � �8Av�wDHÔÌÊ{Av�6D����+Av|%DL�HÊ{Av|{D8
>Þ"R0|}Vk�wÊ{Av�6DP<�N���&È
Inoltre Þ"Av�wD è il campodeiquozientidi Þ"R0��V .

Dim. La mappadi valutazioneØÇü ³ ha comeimmagine� �8Av�6D����+Av|%Dï
#Þ"R0|}Vj� cherisulta cos̀ı essereun sottoanello
di ß contenenteÞ ed � . Se þ indicaunqualsiasisottoanello
di ß soddisfacentetali condizionialloraognielementodella
forma �8A\�wD appartienea þ . Questodimostrala prima par-
te dell’asserto.Ora

� �8Av�wDHÔÌÊ{Av�6D����+Av|%DL�HÊ{Av|{D�
dÞ"R0|}Vk�wÊ{Av�6D�<�
��� è il campodeiquozientidi Þ"R0��V erisultacertamentemini-
malerispettoallapropriet̀adi contenereÞlR;��V trai sottocampi
di ß . q.e.d.

In modoanalogosi possonodimostraresimili risultatinel
casodi un arbitrariosottoinsiemefinito û di ß . Si indichi
con � la ¨ -upla Av�6�L��È«È�È���� ¦ D , ove � � 
>ß .

Proposizione1.54.Sia û � � �}�	��È«È«ÈÇ��� ¦ � , allora

Þ"R;ûBV%� � �8A\� D����+Av| D¥
QÞlR;| Vj�
e

Þ"Agû>DM� � �8A\� DHÔÌÊ{Av� D��H�8Av| DL�HÊ{Av| D¥
>Þ"R0| VC�}Ê{Av� D�<�N���&È
Nel casoû siainfinito ci si può semprericondurreal caso

finitamentegenerato.
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Proposizione1.55.Sia ß un’estensionedi Þ e û tFß . Se
`K
QÞlAgûQD , allora `d
>Þ"Av� � ��È«È«ÈÇ���2¦_D peralcuni � � �«È�È«ÈÉ����¦ï

ß . Per cui Þ"AvûQDE� � � ÞlAv� � �«È�È«ÈÇ����¦]D��y� � ��È«È«ÈÇ���2¦�
 ßi� ,
ovel’unionevaria sututti i sottoinsiemifiniti di û .

Dim. Ovviamenteogni campoÞlAv�6�	��È«È«ÈÇ��� ¦ D è contenuto
in Þ"Agû>D ; quindi ÿd� � � Þ"Av�6�L��È«È�È���� ¦ D��y�6�	�«È�È«ÈÇ��� ¦ 
>ßi��£
Þ"AvûQD . Per l’inclusione oppostabastamostrareche ÿ è un
campo.Sianò e b elementidi ÿ , allora `K
QÞlAv� � �«È�È«ÈÇ����¦_D
e b 
 Þ"A\� � �«È«È�ÈÇ�	� ¬ D per opportunielementi �2� e � ­ in ß .
Allora ` � b e `8ÔÌb appartengonoa Þ"A\� � ��È«È«ÈÇ���2¦��	� � ��È«È«ÈÇ��� ¬ D
equindiad ÿ . q.e.d.

Definizione1.56.Se ß è un’estensionedi Þ , allora unele-
mentòN
öß dicesialgebrico su Þ seesisteun polinomio
non nullo �8Av|{DK
 Þ"R0|}V tale che �+A\`8D>� � . Se ` non è
algebrico su Þ , allora vienedetto trascendentesu Þ . Se
ogni elementodi ß risulta algebrico su Þ , allora diremo
che ßzÔ�Þ è un’estensionealgebrica.

Sia ß un’estensionedi Þ esia `G
>ß algebricosu Þ . Si
consideri

p�� � �*
QÞ"R0|}V}���8Aj`8D8�N���&�
alloraèimmediatomostrareche p èunidealedi ÞlR;|ËV . Sicco-
me ÞlR;|ËV è unPID, nesegueche p$�G7%ÞlR;|ËV , perqualchepo-
linomio 7óAv|%D ; inoltre talepolinomiodeveessereirriducibile.
Haquindisensola seguentedefinizione:

Definizione1.57.Se ` è algebricosu Þ , il polinomiomini-
modi ` su Þ è il polinomiomonico7B
>Þ"R0|}V di gradomini-
motale che 7óA\`8DP� � ; verrà denotatocon ÍmÎÁÏ��MA\`8D . Equi-
valentementeÍmÎ Ï��MA\`8D è il generatore monicodella mappa
ØÇü�� .
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Esercizio 1.58.Determinare ÍmÎ Ï��MAv�wD ove �s
>Þ .

Esempio 1.59. Il numero complesso =� S I�� è algebri-
co su Ò in quanto radice del polinomio |%^�, � . Si no-
ti che ÍmÎ Ï��+Ag yD
� ÍmÎÁÏ���Ag yDr� |�^O, � , mentre ÍmÎÁÏ���Ag yD
�
|EI÷  ; quindi il polinomiominimodipendedal campobase.
Sia 	 � 
 �
���� � �����«A ^��¦ D¥,# ���ÎÁÏ�A ^��¦ D , allora 	 ¦ I �?� � .
Determineremoin seguito ÍmÎ Ï��MA�	ÙD .
Esempio1.60. Il primoesempiodi numero trascendentesui
razionali vennecostruitoda Liouville nel 1851, trattasi di
Â ¦ ��� Ð ¦�� . Nel 1873 Hermite dimostr̀o che 
 , la basedei
logaritmi neperiani,è trascendente. Analogo risultato ven-
ne provato da Lindemannnel 1882per � , chiudendocos̀ı
un classicoproblemache datavapiù di 2000anni. D’al-
tro canto � è banalmentealgebricosu Ò�A��cD , quindi l’essere
algebricoo trascendentedipendedal campobase.

Esercizio 1.61.Sia ��� S X e ��� S Z , determinare i poli-
nomiminimi su Ò di ���	�Ì����,G� e �&� .
Proposizione1.62.Sia ß un’estensionedi Þ e sia ß �f`
algebricosu Þ .

1. il polinomio ÍlÎ Ï��MA\`8D è irriducibile su Þ ;

2. se Ê{A\|%DÙ
QÞlR;|ËV , allora Ê{A\`8DM�F� sseÍlÎ Ï��+Aj`8D divide Ê ;
3. se ¨Q� �6Ø��¤ÍmÎÁÏ � A\`8D , allora gli elementi�§�	`J�«È�È«ÈÉ��` ¦ Ð �

costituisconouna baseper ÞlA\`8D su Þ , sicché RåÞ"A\`8D"æ
ÞPV���ç . Inoltre Þ"R)`cV%�FÞlA\`8D .

Dim. Sia 7óAv|%Dï� ÍmÎÁÏ � A\`8D . Se 7 non fosseirriducibile,
allora ` sarebberadicedi unodeisuoifattori,controla mini-
malitàdelgradodi 7 . Abbiamogiàosservatoche ��Ø��WAgØ�ü��&D è
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unidealeprincipaledi Þ"R0|}V . Ancoraperminimalitàsi hache
7 neè generatore.Infine Þ"R0|}VvÔ �]Ø!��AvØÇü � D#" ÞlR0`cV è undomi-
nio di integrità essendounsottoanellodelcampoß . Quindi
per la Proposizione1.48 7%Þ"R0|}V è un idealeprimo. Siccome
Þ"R0|}V è un PID, ogni idealeprimo è massimalee Þ"R)`cV è un
campo,quindi coincidecon Þ"A\`8D . Infine dato Ê{Av|{D'
KÞlR;|ËV ,
mediantel’algoritmo euclideoè possibile determinareú&��¢
tali che Êd� 7Ëú , ¢ e �6Ø��J¢>� �6Ø���7 , per cui Ê{A\`8Do� ¢}A\`8D
e �_��`J�«È«È�ÈÉ�	` ¦ Ð � generanoÞ"R)`cV comeÞ -spazio.D’altra par-
tesefosserolinearmentedipendentiavremmounpolinomio
nonnullo di gradoinferiorea ¨ di cui ` è radice. q.e.d.

Nota 1.63.Sinoti chela condizioneÞ"A\`8DM�#Þ"R)`cV valessè
è algebrico su Þ . La sufficienzaèappenastataprovata. Sia
Þ"Aj`8D$� ÞlR0`cV , allora �WÔ_` 
 ÞlA\`8D si può esprimere come
unpolinomio � valutatoin ` , dacui risulta che ` annullail
polinomio |%�8A\|%D�Iu� edèquindialgebricosu Þ .

Richiamiamoun risultatodovuto al matematicotedesco
Eisenstein.

Teorema1.64.Sia ( un UFD, 7 un elementoprimo di ( e
�8Av|{Da� Â ¦��ÃwÄ �W� | � un polinomioa coefficienti in ( tali che
�W�ó1 » � , per  �£#¨rIN� , ma 7 ^ <�w�WÄ e �W¦r<1 » � , allora �8A\|%D è
unelementoirriducibile di Ó�AC(rR0|}VvD .

Dim. Perassurdo sia �=� Ê�$ , doveperil Lemmadi Gauss
si può assumereche i coefficienti di Ê e $ sianoin ( . Si
indichi con õ% la riduzionemodulo 7 del polinomio

%
, allora

õ� � õÊ�õ$ , ma õ� � õ� ¦ õ| ¦ . Quindi õÊ#� õÊ ¬ õ| ¬ e õ$�� õ$ Ý õ| Ý
con ®���x÷¡ � . Percui ÊK� Ê ~¬ | ¬ ,÷7}Ê ~ Av|{D e $�� $ ~ Ý | Ý ,
7&$ ~ Av|%D , peropportunipolinomi Ê ~ �'$ ~ in (rR0|}V e Ê ~¬ �($ ~ Ý in ( .
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Moltiplicando tali espressioni si ottieneche � � � ¦ | ¦ ,
7�|%� ~ A\|%D/,*7 ^ � ~Ä , controle ipotesi. q.e.d.

Esempio 1.65. Sia �8Av|{Dr� |ªø�I XF
 Ò�R0|}V , allora per il
criterio di Eisensteincon 7 � X , � è irriducibile e risul-
ta essere il polinomiominimoper )S X su Ò . In particolare
R0ÒïA )S X�Ddæ�Ò'V
� Z . Se 7 è un primo allora | ¦ Iö7 è ir -
riducibile sempre comeconseguenza del criterio di Eisen-
steine R0ÒïA �S 7%D�æ�ÒOV�� ¨ . Sia 	 una radicecubicadell’u-
nità sui complessidiversa da 1, allora 	 ø I �d� � . Ora
| ø I �m� Av|�I �WD�Av| ^ , |s, �WD , quindi 	 annulla il secon-
do fattore. Siccomequestinonammetteradici razionali è il
polinomiominimodi 	 .

Esercizio 1.66.Stabilire perquali interi ¨ , | ^ IK¨ è irridu-
cibile su Ò .

Dim. È ovvio chese ¨�� � ^ , �i
ö� , allora il polinomio
è irriducibile. Altrimenti sia ¨ � � ^ � , ove � non è divisi-
bile per quadrati(tali interi vengonodetti square-free). Si
ponga ��� |{Ô�� , allora | ^ Iö¨ è irriducibile sse� ^ Iö� lo è
(perch́e?). A questopuntoseesisteun primo chedivide � ,
l’ultimo polinomioè irriducibile peril criteriodi Eisenstein,
altrimentiè riducibile ( � deveessere

� � ) . q.e.d.

Nota 1.67. Una completacaratterizzazionedei monomiir-
riducibili della forma | ¦ Ir� , con ���H¨ interi èdovutaal ma-
tematicosiciliano Capelli e verrà trattata in seguito come
applicazionedellaTeoriadi Galois.

Il prossimo eserciziomostrachenonsempreil criterio di
Eisensteinsi può applicare.
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Esercizio 1.68. (Difficile) Determinareperquali valori di ¨
�8Av|{D8��| ¦ I
7 ^ è irriducibile su Ò con 7 primo.

Dim. Chiaramentë deveesseredispari.Siaquestoil ca-
soesi suppongache ���nÊ�$ . Peril Lemmadi Gausspossia-
mo assumerechei polinomi Ê��($ sianoa coefficienti interi.
Si deducefacilmentechedevonoesseremonici. Si indichi
con õ% la riduzionedi un polinomio intero modulo 7 , allora

õ| ¦ � õ�K� õÊ õ$ . Percui õÊ�� õ| ^�* e õ$>� õ| ^
î Ð � , peropportuni

interi positivi
%
e . . Sicch́e Êl��|�^+*§,
76Ê ~ e $E��|�^ î � � ,r7&$ ~ .

Da �N� Ê�$ segueche | ^�* Ê2~�� I-| ^ î Ð � $&~ . Siccome| è un
atomoe �'R0|}V unUFD, allora |+�¼Ê ~ . Dacui segueche |8�T� , che
èmanifestamenteimpossibile . q.e.d.

Esempio 1.69. Sia 7 un primo e 	 � 
 �
���± � �����WA ^��» D', ��HÎ ÏcA ^��» D annullail polinomio | » I?�O� Av|�I?�WD�Av| » Ð � , ©«©«© ,
|o, �WD equindiannullail secondofattore. Poniamo , Av|%D+�
Â » Ð ���ÃwÄ | � , allora , Av|/,l�«DM� ².- � � µ ± Ð �- ��Â » ��Ã � / » ��0 | � Ð � . Sicco-
mei coefficienti binomiali soddisfanole ipotesidel criterio
di Eisensteinrispettoal primo 7 , ne segueche , Av|z, �WD e
quindi , Av|{D sonoirriducibili su Ò . Per cui R0ÒïA�	ÙDBæ8ÒOV��
7lI�� .

Vedremoin seguito comequestorisultatosi generalizza
nel casodi radici di 1 di indice compostö e quali con-
seguenzecomportanella risoluzionedel classicoproblema
della costruzionedel n-gonoregolarecon riga e compas-
so. Il prossimoesempioforniscealcuneinformazioni sui
sottocampidel campodellefunzioni razionali.

Definizione1.70.Siano ���HÊ elementidi undominioa fatto-
rizzazioneunica.Diremoche � e Ê sonocoprimi se�2����Ak���HÊ6D
vale � escriveremo �21NÊ .
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Esempio1.71.Sia . un campoe ß � .{Ae��D il campodelle
funzioni razionali su . nell’indeterminata � . Sia � 
 ß ,
� Ô
 . , quindi �f� �8Ae�HD�ÔWÊ{Ag�HD , ove ����Ê�
 .{R:��V e �31 Ê . Si
ponga Þ���.{Ag�hD . Vogliamodimostrareche

Råß æ&Þ-V{��Í5476hAv�6Ø��������6Ø���Ê6DLÈ
In particolare ßzÔ�Þ è un’estensionefinita.

Dim. Si noti anzituttoche ß � Þ"Ae��D . Si tratta allora
di determinareil polinomiominimo di � su Þ . Si consideri
7óAv|%D�� ��Ê{Av|%D�Iu�8A\|%D�
�Þ"R0|}V . Allora � è unaradicedi 7 e
Råß æ&Þ-V���ç . Siano�8Av|{D8� Â ¦��ÃwÄ �«�¾| � e Ê{Av|{D+� Â ¬��ÃwÄ Ê ­ | ­ ,
con � ¦ � ¬ <� � , allora �6Ø��Ö7n� Í8476hAv�6Ø��������6Ø��+Ê6D . Secos̀ı
non fosse si dovrebbeavere ¨ � ® e dovrebbeannullarsi
il coefficiente di | ¦ in 7 . Ma questieguaglia �{�W¦lIFÊ�¦ e
se fossenullo avremmo � 
 . . Poich́e ç � Råß æa.2V��
Råß æhÞPV�RåÞ æ/.2V , � è trascendentesu . . Percui .{R0|}V9" .{R9��V .
Se 7 fosseriducibile su .{Ag�{D allora lo sarebbesu .{R;�ËV per
la Proposizione1.31 applicataal dominio ( � .{R9��V . Sia
7óAv|c���{D�� $/Av|��H�hD % Av|c���{D in .{R;|��H��V . Siccome�6Ø��;:Ë7G� � si
ha �6Ø�� : $Q� � e �6Ø�� : % � � , ossia

% � % Av|{D�
 .{R;|ËV . Quindi% Av|%D«�9�ÉÆ - AT7ªD�� �2����AC�8A\|%DL�HÊ{Av|%D�DM� � dacui segue
% 
G. e 7 è

irriducibile su .{Ag�{DM�#Þ e 7z��ÍmÎ Ï��+Ag�HD . q.e.d.

Fatto molto più importanteè chetutti i sottocampiinter-
medi tra .{Ae�HD e . sonodella forma .{Av�{D , per qualche� 

.{Ae��D . In particolare Rå.{Ae��DNæ�ÿðVK� ç per ognuno di ta-
li sottocampiÿ . Questorisultato è noto comeTeoremadi
Lüroth.

Definizione1.72.Sia ß �FÞlAv�wD , perqualche �E
>ß , allora
ß dicesiun’estensionesemplicedi Þ .
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Esercizio 1.73.Posti �Q� < AjX�D e �$� =�úÌ¢Ì��AjZ2D , si dimostri
che Ò�Av������DHÔ§Ò è semplice(coincidecon Ò�A\��,���D ).

Dim. Un semplicecalcolomostrache Av�/,"��D ø � �����h,"Y�� .
Siccomela matrice > ��� Y� �@? è invertibile, ne segue che

���	� si esprimonocomecombinazionilineari a coefficienti
razionaliin Av� ,ö��D e Av��,öZ�D ø . Quindi ���	� 
>Ò�Av�$,ö��D . Ma
chiaramenteÒ�A\��,���D¥£ Ò�Av������D equindi coincidono.

Esempio1.74.Sia ß un’estensione finitamentegeneratadi
Þ , ossia ß � Þ"Av�Ë�	�«È«È�ÈÉ��� ¦ D e siano ÿ � i campi interme-
di definiti ricorsivamentecomesegue: ÿMÄ
� Þ e ÿð��� � �
ÿð�ºA\����� � D . Allora ß coincidecon ÿ8¦ e può quindi essere
ottenutomedianteunnumero finito di estensionisemplici.

Nota 1.75. La precedentedefinizionee il precedente eser-
cizio mostrano che talvolta estensionifinitamentegenerate
sonosemplici. Dimostreremoche questoè sempre vero se
consideriamo estensionifinitamentegenerate dei razionali
medianteelementialgebrici.

Convienenotarechefinoraabbiamousatoil terminefini-
tamentegeneratoin tre accezionidistinte. Dati duecampi
ß ed Þ tali che ß á Þ , ß può esserefinitamentegene-
rato come Þ -spaziovettoriale,come Þ -anello o come Þ -
campo. Nel primo casosemplicementediciamo che R´ß æ
Þ-VO� ç , nel secondoß � ÞlR;� � �«È�È«ÈÉ����¦WV e nel terzo ß �
Þ"A\� � ��È«È«ÈÇ���2¦_D . È altres̀ı ovvio cheogni accezioneimplica
la successiva. Al fine di esploraremeglio questi concetti
dimostriamounaseriedi risultati.

Lemma 1.76. Se ß è un’estensionefinita di Þ allora ß è
algebricoefinitamentegeneratosu Þ (comecampo).
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Dim. Sia `ó�	�«È«È�ÈÇ�	` ¦ una baseper ß su Þ , allora ogni
elementodi ß è della forma Â ���e`h� e ß � Þ"Aj` � ��È«È�È���`/¦_D
è finitamentegeneratosu Þ . Sia �Q
fß , allora �§�����«È�È«ÈÉ��� ¦
sonolinearmentedipendentisu Þ , il cheequivaleadasserire
che � è algebricosu Þ . q.e.d.

Vale ancheil viceversama la dimostrazionerichiedeal-
cunepropriet̀adelgrado.

Proposizione1.77.Siano Þ £Fÿ�£Nß campi,allora

Råß æ�ÞPV%� R´ß æ&ÿðVyRåÿGæ�ÞPVCÈ
Dim. Sia

� �_�}�� z
 p6� unabaseper ÿJÔ�Þ e
� � ­ �� z
 Aó�

unaper ßzÔ�ÿ . Mostriamoche
� ���e� ­ �� m
 pË��ùn
 Aó� è una

baseper ßzÔ�Þ . Se | appartienea ß , alloraesistonò ­ 
dÿ
tali che | � Â ­ ` ­ � ­ . Inoltre esistonob�� ­ 
 Þ tali che
`ª­�� Â � b � ­	� � , quindi |G� Â � ½ ­ b � ­�� � ��­ e � � ��­ generanoß
comespaziosu Þ . Sia Â � ½ ­ b � ­	� � ��­��N� , allora Â � b � ­	� � �N�
per l’indipendenzadei ��­ su ÿ . Usandola Þ -indipendenza
degli � � segueche b � ­a��� , quindi gli � � ��­ costituisconouna
Þ -baseper ß e Råß æ�ÞPV{� �9p{� �BA¤��� Råß æ�ÿðVyR´ÿ÷æwÞ-V . q.e.d.

Proviamochefinitamentegenerataealgebricaimplica fi-
nita.

Proposizione1.78.Sia ß un’estensionedi Þ . Se `��+
?ß è
algebrico,allora Þ"R)` � ��È«È«ÈÉ��`/¦WV è un’estensionefinita di Þ ,
inoltre

RåÞ"R)` � �«È�È«ÈÉ��`/¦WV�æ�ÞPV�£
¦C
��Ã � R´ÞlR0`/� Vcæ�Þ-VkÈ

Dim. Procediamoper induzionesu ¨ . Il caso ¨ � �
seguedallaProposizione1.62.Si ponga D �#Þ"R)` � �«È�È«ÈÇ�	`/¦�V
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e ÿ�� Þ"R)` � ��È«È�È���`/¦ Ð � V , allora Råÿ�æ/ÞPV¥£ ¯ ¦ Ð ���Ã � RåÞ"R)`h� V¥æ/Þ-V .
Allora D � ÿOR)`h¦WV è un campo,poich́e `h¦ è algebricosu ÿ
e siccomeÍlÎ Ï�E{A\`/¦]D«�yÍlÎ Ï��MA\`/¦]D ancoraper 1.62,si ha RFD æ
ÿðVc£ RåÞ"R)` ¦ VÖæ&Þ-V . Allora induzionee1.77implicano

RGD æ&Þ-V{� RFD æ�ÿðVyRåÿ÷æ�Þ-VÖ£ ¦C
�TÃ � RåÞ"R)` � V�æ&ÞPVC�

comerichiesto. q.e.d.

Notiamochela disuguaglianzapuò esserestretta.

Esempio1.79.Sia �l� HS X e �O� HS �!I , allora R;Ò�Av�wD�æ&Ò'V+�
R0ÒïA\��D�æ-ÒOV�� J , poiché |LK�I X e |�K�I �!I sonoirriduci-
bili su Ò per il criterio di Eisenstein.Tuttavia Ò�Av���	��D��
Ò�AMHS X�� S Z2D cheha grado I su Ò . Infatti A\��Ô§�wDNKO� Z , quindi
S Z�
dÒ�Av���	��D . Ora R;Ò�Av���	��D�æ�Ò�Av�wDºV'£ X , poiché � soddisfa
il polinomio | ^ I÷Z < AkX]DM��| ^ IGZ_� ^ 
*Ò�Av�6D�R;|ËV . Per 1.77

R;Ò�Av���	��DOæ2ÒOV � R0ÒïAv���	��D-æ2Ò�Av�6DºV�R0ÒEA\�wD-æ2Ò'VJ£I � R0ÒïAOHS X�� S Z�DÙæ2Ò'VkÈ
SiccomeÒ�AOHS X�� S Z2D¥£ Ò�A\������D , otteniamol’eguaglianza.

Esercizio 1.80.Dimostrareche Iï� R0ÒïA HS X&� S Z�D¤æ2ÒOV .
Dim. Si ponga �E� HS X e �a� S Z . SiccomeR0Ò�Av�wD æ�ÒOV+�J , bastaprovareche �6Ø��¤ÍmÎ Ï � ²´³�µ Aj��D+��X , ossiache �mÔ
*Ò�Av�wD .

Altrimenti ���QP÷,d|��-,d�&� ^ ,SR]�2ø unelementodi Ò�Av�6D (si
ricordi che �_������� ^ ��� ø sonounabaseper Ò�Av�wD ). Quadrando
si avrebbe TUUV UUW PXR-,fX��&| �N�

X7Pa��,÷|�^Ö,fXYR]^ �N�P-|�,öXZR_� �N�P-^ó,[J�R]|�,öX��&^ �NZ È
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P � � implicherebbe|
� Rl� � , ma XÌ� ^ � Z nonammette
soluzioniin Ò . Quindi R�� I�X -]\^ e -^ A_P ^ I�X�� ^ D��F� , il che
imponePF�F� . q.e.d.

Mostreremoquestofatto comeapplicazionedella teoria
di Galois.

Corollario 1.81.Se ß estendeÞ , allora `÷
>ß èalgebrico
su Þ sse R´ÞlA\`8D�æ8ÞPVP� ç . Inoltre ß è algebrico su Þ se
Råß æ&Þ-V���ç .

Nonvaleper̀o il viceversa,ossiaesistonoestensionialge-
brichedi gradoinfinito.

Proposizione1.82. Sia ß un’estensionedi Þ e sia û un
sottoinsiemedi ß costituitoda elementialgebrici. Allora
Þ"AvûQD è algebricasu Þ . Se �:û���� ç , allora R´ÞlAgûQD�æ�ÞPV8�
ç .

Dim. Sia �?
uÞ"AgûQD . Per1.55esistonò8�L��È«È�È���` ¦ 
�û
tali che �F
 Þ"A\`ð�	�«È«È�ÈÉ�	` ¦ D . Per1.78, ÞlA\`8�L��È«È�È���` ¦ D e, a
fortiori, � sonoalgebricisu Þ . Percui Þ"Agû>D è algebricosu
Þ . L’ultimo fattosegueda1.78. q.e.d.

Possiamoalfine provarecheesserealgebricoè unapro-
priet̀a transitiva.

Teorema1.83.Siano Þ £ ÿ £ ß campi. Se ÿJÔ�Þ e ßzÔ�ÿ
sonoestensionialgebriche, allora ßzÔ�Þ lo è.

Dim. Sia ` 
 ß e sia �8Av|{DE� Â ¦�TÃwÄ � � | � il polinomio
minimo di ` su ÿ . SiccomeÿJÔ]Þ è algebrica,allorail cam-
po ÿ8Ä�� ÞlAC�WÄ��«È«È�ÈÇ�É�W¦ Ð � D è un’estensione finita di Þ per
1.81. Ora �8A\|%Dm
 ÿ+ÄWR0|}V , per cui ` è algebricosu ÿ+Ä . Al-
lora Råÿ8ÄWR)`cV$æ'ÞPV�� Råÿ8ÄWR0`cV$æOÿ8Ä�Vï� Råÿ8Ä�æOÞPV�� ç . Poi-
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ché Þ"Aj`8D�£ ÿ8ÄWA\`8D , si vedeche R´ÞlA\`8D�æPÞPVE� ç e ` è
algebricosu Þ . Data l’arbitrariet̀a di � , si ha che ß�Ô�Þ è
algebrica. q.e.d.

Percui hasensola seguentedefinizione.

Definizione1.84.Sia ß un’estensionedi Þ . L’insieme
� �s
Qß �y� è algebricosu Þ��

vienedettola chiusura algebricadi Þ in ß .

Corollario 1.85.Sia ÿ la chiusura algebricadi Þ in ß , al-
lora ÿ èuncampoequindi la massimaestensionealgebrica
di Þ contenutain ß .

Dim. Siano ���	�d
 ÿ . Allora ÞlAv���	��D è algebricosu Þ
per 1.83quindi contenutoin ÿ . Ma �$,u�Ì���wÔ_� e �&� stanno
in Þ"Av������D . Quindi ÿ è un campo. D’altro cantoogni ele-
mentoalgebricosu Þ stain ÿ , da cui seguela partefinale
dell’asserto. q.e.d.

Definizione1.86.Dati duesottocampiÿJ� e ÿ ^ di uncampo
Þ , dicesicompostodi ÿÙ� e ÿ ^ il campo ÿJ�ÉAkÿ ^ Da� ÿ ^ ACÿ¤��D ,
ossiail più piccolosottocampocontenenteentrambi. Verrà
indicatocon ÿ � ÿ ^ , chenonvaconfusoconil prodotto insie-
mistico.

Esercizio 1.87. Posti � � S X , �f� S Z , si dimostri che
Ò�A\�wDyÒEAj��D���Ò�Av��,d��D , ma �-,?� nonappartieneal prodotto
insiemisticodi questiduecampi.

Dim. Abbiamo già mostratoche Ò�Av��, ��D�� Ò�Av���	��D ,
machiaramentequest’ultimocontieneÒ�Av�wD e Ò�A\��D e quin-
di contieneancheil loro composto. Viceversa Ò�Av���	��DG�
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Ò�A\�wD�A\��DP£NÒ�Av�6DyÒsAj��D . Se � ,ö� appartenesseal prodottoin-
siemisticodi questiduecampidovrebbero esistere| Ä ��|h� e
� Ä ��� � in Ò tali che �o,f� � Av| Ä ,ö| � �wD�Ag� Ä ,�� � ��D . Siccome
�_�������Ì���&� èunabaseper Ò�A\������D su Ò , nesegueche | � � � �N�
e |Ë�Á� ­ � � , ove  ��ºù�
 � �_�LX�� e   <�Nù . Ma questecondizioni
sonoincompatibili . q.e.d.

Esempio1.88.Sia �"� )S X e 	G�`
 �
���) . Allora Ò�A\�wDyÒEAa	ÙD'�
Ò�A\���b	¥DE� Ò�A\��,c	¥D . La prima identità si dimostra come
sopra. Per la secondasi ponga �G� ��,d	 , allora A\��I	ÙD ø � X . Espandendo e tenendocontodel fatto che 	 ø � �
e 	 ^ � I���I3	 , si ha 	 � Û ) Ð ø Û Ð øø Û � � ø Û . Quindi 	 
 Ò�Aj��D e
�$�F�¤Ie	f
*Ò�A\��D , dacui Ò�Av���b	¥D���Ò�A\��D .
1.3 Automorfismi

Ricordiamocheunomomorfismodi anelli è unamappache
preservaprodotto, sommae identità.

Definizione1.89.Sia ß uncampo.Un isomorfismodi anelli
da ß in ß vienedettounautomorfismodi ß .

Esercizio 1.90. Dimostrare che ogni omomorfismo da un
campoin sé è iniettivo.

Dim. Sia �n
3f�Ï}��ACßQD , allora [ � ��Ø��ª� è un idealedi
ß , allora [ ��� o ß . Siccome�8AH�'g¥DM� �(E , il secondocaso
nonsi verifica. q.e.d.

Definizione1.91.Siano ß ed ÿ estensionidi Þ . Allora un
omomorfismo h da ß in Þ vienedettoun Þ -omomorfismo
se hcAv�wD���� , i%�s
>Þ . L’insiemedi tali mappevieneindicato
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con j���Ík�MACßB�ÉÿJD . SeÿK�#ß parleremodi Þ -endomorfismi
di ß e li indicheremocon f�Ï}� � ACßQD .

In modoequivalenteh�
lj��]Ík�MACßB�ÉÿJD sela restrizionedih ad Þ coincidecolla mappaidentica, h�m � � Î � � . Si noti
che hB
lj���Í � ACßB�ÉÿJD soddisfa hcA\`Ö�wDJ�nhcA\`8DohcAv�6DJ�F`Mh/A\�wD ,
ossiaè Þ -lineare. Perquantovisto h è iniettivo. Se R´ß æ
Þ-Va� R´ÿ æMÞPV�� ç , allora h è anchesuriettivo, quindi un
isomorfismo.

Esercizio 1.92.Sia R´ß æ&ÞPV{� R´ÿ�æ�ÞPVc�Nç . Sidimostriche
ogni Þ -omomorfismoda ß in ÿ è unabiezione.

Il prossimo eserciziomostrachela condizionedi finitezza
delgradoènecessaria.

Esercizio 1.93.Sia û � � | � �� a
Sp'� e Þ un campo.Sia h
la mappada ß � ÞlAgûQD in sé definitasostituendoin ogni
funzionerazionalel’indeterminata| � con | ��� � . Provarecheh è iniettiva manonsuriettiva.

Definizione 1.94. Sia ß un’estensionedi Þ . Il gruppo di
Galois qr4;sCAkßzÔ�Þ�D è l’insiemedi tutti gli Þ -automorfismidi
ß .

In generalese ß � Þ"AvûQD , allora un Þ -automorfismòe
definitodichiarandol’immaginedeigeneratori.

Lemma 1.95. Sia ß � ÞlAgûQD . Se th�]h 
 qr4;skACßzÔ�Þ�D et mvu � h mvu , allora t � h . Per cui Þ -automorfismisono
determinatidalla loro azionesui generatori.

Dim. Si ponga ` � A\`ð�L��È«È�ÈÉ�	` ¦ D . Sia � 
 ß , allo-
ra esistonò � ��È«È«ÈÉ��`/¦ 
 ß tali che � 
 ÞlA\` D e ���HÊ 

Þ"R0| � �«È�È«ÈÇ��|}¦«V tali che �"�#�8A\` DHÔÌÊ{A\` D . Sia �8Av|%D+�FÂxw%� w | w ,
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dove p èunmultiind ice Ag ����«È�È«ÈÇ��  ¦ D , � w 
>Þ e | w ��| �zy� ©«©«© | � �¦ .
Ora t�AC�+A\` � ��È«È�È���`/¦_DHD � Â`wª� w tJA\` � D � y ©�©«© t�A\`/¦]D � � �
Â wª� w h/Aj` � D � y ©�©«© h/Aj`h¦]D � � �`hcAC�+A\` � ��È«È�ÈÉ�	`/¦]DHDL�

quindi tJAv�wD��xh/A\�wD . q.e.d.

Lemma 1.96. Sia h 
 j���Í{�MACßB�ÉÿJD e ` 
 ß algebrico
su Þ . Se �8A\`8Dz� � , ove � 
 Þ"R0|}V , allora �+A�hcA\`8DHDs� � .
Quindi h permutale radici di ÍmÎ Ï � A\`8D . Inoltre ÍmÎ Ï � A\`8D¥�
ÍmÎÁÏ � A�hcA\`8DHD .

Dim. Sia �8Av|{D8� Â ¦��ÃwÄ � � | � . Allora

�ï�QhcA\��DM� ¦ì
��ÃwÄ hcAC�W�eDohcA\`8D � È

Ma hcAC�«�eD�� �«� in quanto �W�-
#Þ . Allora �8A|h/Aj`8DHD � � . In
particolarequestovaleper 7K� ÍmÎÁÏ � A\`8D . Da 7óA�hcA\`8D�DP� �
segueche ÍmÎ Ï � A�hcA\`8D�D«� 7 , ma 7 è irriducibile ealloracoinci-
decon ÍmÎ Ï � A�hcA\`8DHD . q.e.d.

Corollario 1.97.Se Råß æ�ÞPVc�Nç , allora qr4;sCAkßzÔ�Þ�DÙ��ç .

Dim. Chiaramenteß�Ô�Þ èfinitamentegenerata,ossia ß �
Þ"A\� � ��È«È«ÈÇ���2¦_D con �2� algebricosu Þ . Oraogni Þ - automor-
fismoèunivocamentedeterminatodalleimmaginidegli ��� e
queste,per 1.96,possono esseresceltein un numerofinito
di modi . q.e.d.

Esempio 1.98. Mostriamo che qr4;sjAvé¥ÔÌè�D�� � Î �h�]tð� , ovet indica la coniugazionecomplessa.Chiaramentequesti
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sonoautomorfismi.Viceversasi osservi che é � è�Ag yD , ove
 k^Ù, �r� � , quindi per ogni è -automorfismo h/Av yD$� �   eqr4;skAvéÙÔWè D ammettesolodueelementi.

Esempio1.99.Sia �B� )S X , allora q}4;sCAvÒïA\�wDHÔ§ÒïD�� � . Siat 
 qr4;sCAvÒ�Av�wDHÔ§ÒïD , allora tJAv�wD deve essere una radicedi
| ø INX ed un elementodi Ò�A\�wD che è un sottocampodi è .
Siccomele altre radici di | ø I�X nonsonoreali, tJAv�wDJ�F� et
��ÎÁ� .
Esempio1.100.Sia ß � ê ^ Ae��D e Þ � ê ^ Ae�y^�D . Allora Råß æ
Þ-V�� X . Infatti � annulla | ^ I�� ^ 
 Þ"R0|}V . D’altro canto
| ^ I#� ^ � Av|iI#�HD ^ ammetteun’unica radice, � . Per cuiqr4;skACßzÔ�Þ�D+��ÎÁ� .
Esempio1.101.Sia Þ � ê ^ . Il polinomio ��,�|
, | ^ è
irriducibile su Þ poiché non ha ivi radici. Sia ô � A��O,
|
, | ^ DHÞlR;|ËV e ß � ÞlR;|ËVgÔ�ô . Per 1.48 ß è un campoi
cui elementisonodella forma �m,��L|�,�ô , ove �����

 Þ .
Ora Þ è isomorfoa e può venire identificatocon

� ��, ô � .
Si ponga ` � |�,�ô , allora ß � ÞlA\`8D . Per definire un
Þ -automorfismo t di ß bastaspecificare t�Aj`8D . Questideve
essereunaradicedi �6,l|J,l|%^ . Ma �6,l|�,l|ª^Ù� A\|¥Il`8D�Av|¥I
`¤I��WD su ß , allora t�A\`8DM��` o `+,"� . Nelprimocasot
�NÎÁ� .
Nelsecondocasoèfacileprovareche t�A\�h,"�É`8D����/,$�2,"�É`
definisceun Þ -automorfismo.Quindi qr4;sCACß�Ô�Þ�D8� � Î �{�]tð� .
Esercizio 1.102.Mostrare che t�Av��, �É`8D>� ��, � , �É`
definisceunautomorfismodi Þ"A\`8DHÔ�Þ ove ` ^ ,d`s,f�-�N� e
Þ��nê ^ .

L’idea chiave della Teoriadi Galoisè lasciareinteragire
teoriadeigruppie teoriadei campi.
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Definizione1.103.Dataun’estensione ßzÔ�Þ euncampoin-
termedioÞ £�ÿf£�ß definiamoq}4ZskACßzÔ�ÿJD comeil gruppo
degli ÿ -automorfismidi ß . Viceversadatoun sottoinsieme~ tQ���wÆÌACßQD , definiamo� A ~ Dð� � �E
Qß ��hcAv�6DM������i�h�
 ~ �&È
Esercizio 1.104.Provare che per ogni

~ t ���wÆÌAkß�D è un
sottocampodi ß .

In particolarese
~ tdqr4;sCAkßzÔ�Þ�D , allora ß á � A ~ D�á�Þ ,

cioè
� A ~ D è uncampointermedio.

Lemma 1.105.Sia ß uncampo.

1. Seÿ � £Nÿ ^ sonosottocampidi ß , allora qr4;sCAkßzÔ�ÿ � D¥áq}4;sCACß�Ô]ÿ ^ D ;
2. se ÿ�£Nß , allora ÿ�£ � A�qr4;sgACßzÔ�ÿJDHD ;
3. se

~ �¤t ~
^ sonosottoinsiemidi �X�wÆÌACßQD , allora

� A ~ �kDÙà� A ~ ^ D ;
4. se

~ t3�X�wÆÌACßQD , allora
~ t`q}4;sCACß�Ô � A ~ DHD ;

5. se ÿK� � A ~ D , allora ÿK� � A�qr4;seAkßzÔ�ÿJDHD ;
6. se � ��qr4;skACßzÔ�ÿJD , allora � ��qr4;sCAkßzÔ � A��rDHD .
Dim. I primi quattropunti sonofacili conseguenzedella

definizione.Ad esempiose t�
�q}4;sCACß�Ô]ÿ ^ D , allora t�A\�wD'�
� , perogni �s
>ÿ ^ . Siccomeÿ ^ áFÿ¤� , t>
�q}4;sCACß�Ô]ÿÙ��D . Per
il punto5 si suppongache ÿd� � A ~ D perqualchesottoinsie-
me

~
di ���wÆÌAkß�D . Allora

~ t`qr4;skACßzÔ�ÿJD e � A�qr4;sgACßzÔ�ÿJDHD¤£� A ~ Dó�#ÿ . Ma ÿ�£ � A�qr4;svACßzÔ�ÿJDHD , quindi ÿd� � A�q}4ZsvACß�Ô�ÿJDHD .
Peril punto6, se � � q}4;sCACß�Ô]ÿJD , perqualchesottocampo
ÿ di ß , allora ÿ�£ � A�q}4;sgAkßzÔ�ÿJDHD eqr4;sCACß�Ô � A�qr4;s¾ACß�Ô�ÿJDHDJ£`q}4;sCACß�Ô]ÿJD+���=È
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Tuttavia per il punto4, � £ qr4;skACßzÔ � A��rDHD , quindi � �qr4;skACßzÔ � A��rDHD e l’assertosenededuce. q.e.d.

Corollario 1.106.Sia ß un’estensione di Þ , allora esiste
una biezioneche inverte le inclusioni tra i sottogruppi diqr4;skACßzÔ�Þ�D della forma qr4;skACßzÔ�ÿJD con ÿ á Þ e l’insieme
deisottocampiintermedi ß áFÿ�áNÞ della forma

� A ~ D per
qualchesottoinsieme

~
di q}4;sjACßzÔ�ÞoD . La corrispondenzàe

datada ÿKâã q}4;sCACß�Ô]ÿJD e l’inversada � âã � A��rD .
Dim. È un immediataconseguenzadel Lemma1.105.Se�
e
�

sonoi gruppi e i campi relativi all’enunciato,allora
ÿ÷âã qr4;skACßzÔ�ÿJD definisceunamappada

�
in
�
. Talemappa

èunabiezioneperil punto5 del suddettolemma.Il punto6
dimostrache � âã � A��
D nedefiniscel’inversa. q.e.d.

Dataun’estensione finita ß�Ô]Þ , sottoquali condizioni la
corrispondenzaÿKâã qr4;sCAkßzÔ�ÿJD definisceunacorrisponden-
zacheinvertele inclusionitratutti i sottogruppi di q}4ZskACßzÔ�ÞoD
e tutti i sottocampiintermedi ß áNÿ�áNÞ ?

È necessarioche Þ � qr4;skACßzÔ�Þ�D . In realt̀a tale con-
dizione risulter̀a anchesufficiente. Stabiliamoora alcune
relazionitra �.qr4;skACßzÔ�Þ�DW� e Råß æ�ÞPV .
Definizione1.107.Se � è ungruppoe ß un campo,allora
uncarattere è unomomorfismoda � in ß � .

Ponendo����ß � , si vedechegli Þ -automorfismiposso-
noessereconsideraticomecaratterida � in ß � .
Lemma1.108(Dedekind). Sianoh � �«È«È�ÈÇ��h ¦ caratteridistin-
ti da � in ß � . Allora i h � sonolinearmenteindipendentisu
ß , ossia Â � � � h � AeÊ6D��N� perogni Ês
�� implica � � �F� .
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Dim. Sia . minimo taleche Â î�TÃ � �	��hL�{�N� . Allora �	�J<�F� .
Poich́e h � <� h ^ , esiste$>
�� taleche h � A�$�D$<� h ^ A�$ËD . Si ha
Â î��Ã � � � hW�ÉA�$ËDbh � AeÊ6D��N� eîì

��Ã � �	��hL�yAeÊ�$ËD�� îì
�TÃ � �	��hL��A�$ËDohÉ�ºAeÊ6D��N�6È

Sottraendosi ottiene Â î��Ã � �	�yA�h � A�$ËDÖI[hÉ�ºA�$�DHDohL��AeÊ6D+�F� , ossia
una combinazionenon nulla che rappresenta l’endomorfi-
smonullo con menodi . termini, contro la minimalità di
. . q.e.d.

QuestoLemmaè il capostipitedi altri risultati che so-
no noti comeleggi di ortogonalit̀a nell’ambito della teoria
dellerappresentazioni,di cui Dedekindvieneindirettamente
consideratounodei fondatori.

Proposizione1.109.Sia ßzÔ�Þ finita, allora �.qr4;skACßzÔ�Þ�DW��£
Råß æ&Þ-V .

Dim. Il gruppoqr4;sCAkßzÔ�Þ�D èfinito per1.97.Sia q}4;sCACß�Ô]ÞoD+�� h � �«È�È«ÈÇ��h ¦ � e sia Råß æ%Þ-VJ�F¨ . Sia ` � �«È«È�ÈÇ�	`/¬ una Þ -base
per ß . La matrice

� � A�hL�ºAj` ­ DHDa
 Akß�D�¦�� ¬ haquindi righe
linearmentedipendentisu ß . Allora esistono�É� 
 ß non
tutti nulli tali che Â � hL��Aj` ­ D�� � per ogni ù . Sia � � ß � ,
allora � �BÊl��Â ­ � ­ ` ­ peropportuni � ­ 
>Þ . Sicch́e
ì
� � � h � AeÊ6D�� ì � � � ì ­ � ­ h � A\` ­ D+� ì ­ � ­ A ì � � � h � A\` ­ DHD+�N�6È

Peril Lemma1.108� � �N� , controle ipotesi.Quindi �.qr4;sCAkßzÔ�Þ�D«��£
Råß æ&Þ-V . q.e.d.

Si noti cheil precedenterisultatosarebbeovvio se ß �
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Þ"R)`cV fosseun’estensionesemplice.In quelcasoogni auto-
morfismo t è determinatoda t�A\`8D . Ma questadeve essere
unaradicedi ÍlÎ Ï � A\`8D , il cui gradocoincidecon Råß æ�ÞPV .
Inoltre gli esempi1.99 e 1.100 mostranoche la disugua-
glianzapuò esserestretta.

Proposizione1.110(Artin). Sia � un sottogruppo finito di�X�wÆÌACßQD e Þ � � A��oD . Allora �.�m�"� R´ß æsÞ-V e � �qr4;skACßzÔ�Þ�D .
Dim. Per1.109 �.�m��£ R´ß æ/ÞPV . Sia ¨�� �.�m�/� Råß æ/Þ-V

esi scelgano `+�	�«È«È�ÈÇ�	` ¦�� �J
>ß linearmenteindipendentisu
Þ . Se � � � hW�	�«È�È«ÈÉ��h ¦ � , allora

� � A|h � A\`ª­ÇDHD-
 ACßQD ¦�� ² ¦�� � µ
hacolonnelinearmentedipendenti.Sia . il minimo numero
di colonnelinearmentedipendenti(adesempiosianole pri-
me . ). Allora esistono�L��
�ß tali che Â î�TÃ � �	��h ­ A\`/�eD�� �
perogni ù . Perminimalità �	�¤<�F� , allorapossosupporreche
� � � � . Se �	��
�Þ , allora �m� h ­ A Â � �	�e`/�gD e l’argomentodih ­ sarebbenullo controla Þ -indipendenzadegli `�� . Allora
esiste� ^ Ô
#Þ e quindi tN
�� tale che t�Av� ^ D�<� � ^ . Appli-
candot ottengoÂ � t�Av� � DohH­ÌAj`�­ÇDÙ� � perogni ù . Sottraendo
la sommaoriginariaottengoÂ î��Ã ^ A�t�Av� � DËI�� � DohH­§A\` � D��N� per
ogni ù , controla minimalità di . . Pertanto���E�/� R´ß æóÞ-V .
In particolare� � qr4;sjACß�Ô�Þ�D essendo� £ qr4;skACßzÔ�Þ�D e
�.�m��� Råß æ�ÞPVcánqr4;sjAkßzÔ�Þ�D . q.e.d.

Definizione1.111.Sia ß un’estensionealgebricadi Þ . Al-
lora ß dicesiestensionedi Galoisdi Þ se Þ�� � A�qr4;sgACßzÔ�ÞoDHD .

Noi ci occuperemoesclusivamentedel caso Råß æ�ÞPV��
ç .

Corollario 1.112.Sia ßzÔ�Þ finita, allora ß�Ô�Þ è di Galois
sse �.qr4;sCAkßzÔ�Þ�D«�_� Råß æ&Þ-V .
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Dim. Se ß�Ô�Þ è di Galois,allora Þ � � A�qr4;svACßzÔ�Þ�D�D e,
per1.110 �.qr4;sCAkßzÔ�Þ�D«�Ë� Råß æ%ÞPV . Viceversasi ponga ÿ �� A�qr4;sgACßzÔ�ÞoDHD . Allora qr4;sÅÔ�ß�Ô]ÞoD8��qr4;skACßzÔ�ÿJD per1.110e
�.qr4;sCACß�Ô�Þ�D«�]� Råß æ6ÿðVÖ£ R´ß æwÞ-V . Siccome�.qr4;sCACß�Ô�Þ�D«�]�
Råß æ&Þ-V , si ha R´ß æwÿðV%� Råß æ�ÞPV , percui Þ��Fÿ . q.e.d.

Purtroppodeterminareqr4;skACßzÔ�Þ�D è un compitodifficile
in generale.

Corollario 1.113.Sia ß � Þ"R0��V un’estensionealgebrica
semplicedi Þ . Allora ��q}4ZskACßzÔ�ÞoD«� èugualeal numero di ra-
dici distintedi ÍmÎÁÏ � Av�wD . Per cui ßzÔ�Þ èGaloissseÍmÎ Ï � Av�6D
ha ¨ radici distinte, ove ¨
���6Ø��¤ÍmÎ Ï � A\�wD .

Dim. Sia h=
�� �nq}4;sCACß�Ô]ÞoD , allora h/A\�wD è unaradicedi
ÍmÎÁÏ � Av�wD . Siccomeh/A\�wD determinaunicamenteh , si hache
�.�m� % 
�¨ . Viceversasia �o
�ß unaradicedi ÍmÎÁÏ � Av�wD e si de-
finiscaunamappahr
?Þ � , mediantehcAC�8Av�wD�DM� �8A\��D (ossiah coincidecolla sostituzione �öâã � ). Allora è immediato
provareche hr
e� . Quindi ���E� è ugualeal numerodi radici
distintedi ÍmÎÁÏ��+A\�wD . SiccomeR´ß æwÞ-V%�N�6Ø��¤ÍmÎ Ï��+A\�wD , ß�Ô]Þ
è di GaloissseÍmÎÁÏ��MAv�wD hatutteradici distintein ß . q.e.d.

Esistonodue casi in cui 7 � ÍmÎÁÏ � Av�wD non abbastanza
radici distintein ß : o non tutte le radici di 7 stannoin ß ,
oppure7 ammetteradici multiple. Gli esempi1.99e 1.100
mostranocheentrambii casisonopossibili.

Esempio 1.114. L’estensioneÒ�A9)S X�DHÔ§Ò non è di Galois,
poichéhagrado Z ma qr4;sCA\ÒïA )S X]DHÔ§ÒPD è banale.

Definizione 1.115.Dato un campo ß sia ��æ8� ã ß de-
finita via ¨ : � ¨M�(g . Ovviamente� è un omomorfismodi
anelli. Siccomeß è un dominio, ��Ø��}� è un idealeprimo o
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nullo di � . Sia 7 il suogeneratore, allora 7 vienedetto la
caratteristica, ��jL4Z�WACßQD di ß .

Esercizio 1.116.Dimostrare che �]Ø!�}� è un idealeprimo o
nullo di � .

Esempio1.117.Sia . un campodi caratteristica 7�¡ � e
ß � .{Ae��D il campodellefunzionirazionalisu . . Allora l’e-
stensione.{Ae��DHÔ2.{Ae�\»�D ha grado 7 . D’altr a parteil polinomio
| » Id� » � Av|lId��D » ammetteunasolaradicein .{Ae��D . Quindi
.{Ae��DHÔ2.{Ae�g»«D nonèdi Galois.

Esempio1.118.Sia Þ un campotale che ��jL4Z�WACÞ�Dï<� X , sia
�n
 Þ � Þ�^ , ove Þ�^ indica l’insiemedei quadrati di Þ e
sia infine ô � A\| ^ I?�6D l’ideale generatoda | ^ I?� . Allora
ß �#Þ"R0|}VvÔ�ô èuncampo,essendo | ^ Io� irriducibile. Posto
�
�#|",nô 
dß , si vedeche ß � Þ"R;�ËV . Ora Råß æËÞPVc� X .
Sia t�Av��,u�	�hD�� �lI��	� , per ogni ���	�z
#Þ , allora t è un
Þ -automorfismodi ß , allora X$£ �.qr4;sCAkßzÔ�Þ�D«�w£ Råß æwÞ-V e
ßzÔ�Þ è di Galois.

Esempio1.119.Sia �?� )S X , �m� 
 �
���) , e ß � Ò�Av���	��D al-
lora ßzÔ§Ò è di Galois. Infatti il grado dell’estensionèe �
essendo R0Ò�Av�6Dnæ ÒOV
� Z , R0Ò�A\��DfæoÒ'V*� X e � Ô
 Ò�A\�wD .
Siccomeogni Ò -automorfismo t di ß è univocamentede-
terminatoda t�Av�6DL�]tJA\��D , possiamoindividuare t mediante
una coppia Av��~¾����~ýD di elementidi ß . Inoltre ��~ è radicedi
| ø I X e � ~ di |�^O, |*, � . Quindi ho � possibili coppie
Av���	��DL��Av�&�Ì�	��DL��Av���	� ^ DL��Av�&� ^ ����DÉ�ÌAv���Ì��� ^ DL��Av�&� ^ ��� ^ D . Ognunadi
esserealizza unautomorfismo.

Esercizio 1.120.Sia �"� )S X , �'�`
 ���+�) , e ß �uÒ�Av���	��D . Det-
ta h la mappaindividuatada Av�&�Ì�	��D e t quella individuata
da Av���	� ^ D , dimostrare che realizzano automorfismi di ß e
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provare che ��hw��t�� è il gruppodiedrale di ordine � (ossia il
gruppo dellesimmetriedi un triangoloequilatero).

Esempio1.121.Sia . un campo,| � Av| � ��È«È�È���|Ë¦§D e ß �
.{Av| D . Dataunapermutazioneti
 ~ ¦ , il gruppo simmetrico
su ¨ oggetti, sia | �"� Av| �|� �«È�È«ÈÇ��|}¦ � D . Estendiamot a tutto
ß comesegue: > �8Av| DÊ{Av| D ? � � �+Av| �_DÊ{A\| � D È
Un po’ di fatica consentedi provare che t definisceun . -
automorfismodi ß . Quindi

~ ¦�£3�X�wÆ�ACßQD . Sia Þ � � A ~ ¦ÌD .
Per 1.110 ß�Ô�Þ è un’estensionedi Galoiscon q}4;sjACßzÔ�ÞoD+�~ ¦ . Þ vienedettoil campodellefunzioni simmetrichenegli
|}� . Questoseguedal fattoche � ².- µ� ².- µ 
QÞ implica � ².- µ� ²G- µ � � ².- � µ� ².- � µ .Siano = � ��| � ,÷| ^ , ©�©«© ,÷|Ë¦��= ^ ��| � | ^ ,G| � | ø , ©«©«© ,G|Ë¦ Ð � |Ë¦&�...=Ç¦ ��| � | ^ ©�©«© |}¦�È
I polinomi =Ç� vengonodetti i polinomisimmetricielementari.
Ovviamente.{A�= � �«È«È�ÈÇ�'=Ç¦_DÙ£FÞ . Si noti che

¦C
��Ã � Ae�8IK| � DM� �

¦ ,
¦ Ð �ì
��ÃwÄ AyI�D

� = � � ¦ Ð � �
ove = Ä � � .
1.4 EstensioniNormali

Abbiamovistocheun’estensionealgebricasempliceÞ"R0��VgÔ�Þ
è di Galoisssetutte le radici di ÍmÎ Ï��+A\�wD stannoin ÞlR;��V e
sonodistinte.In questoparagrafoanalizziamoil primocaso.
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Lemma 1.122(Ruffini ). Sia �8Av|%Do
�ÞlR;|ËV e �d
�Þ , allora
�8Av�6D-� � sse|=If�h�0�+Av|%D . Inoltre � ammetteal più �6Ø��%AC�/D
radici.

Dim. Perl’algoritmo della divisione �u� ú © Av|rIu�wD�,
¢ , ove �6Ø��J¢F� �6Ø��¤|iI#� , ossia ¢#
 Þ . Ma �8Av�wD*� ¢ ,
quindi �8Av�6Dz� � sse |�IF�h�)�8Av|{D . Sia ora � unaradicedi
� , allora � � A\|*IF�wDyú , ove ún
 ÞlR;|ËV . Per induzionesu
�6Ø���� possiamo assumereche il numerodi radici di ú sia
al più �6Ø��¤ú#� �6Ø����KI � , da cui segue la secondaparte
dell’asserto. q.e.d.

Definizione 1.123.Sia � 
 Þ"R0|}V e ß un’estensione di Þ .
Allora si dice che � spezzasu ß se �8Av|{Do� � ¯ � Av|BI � � D
peropportuni elementi� � 
Qß .

Esercizio 1.124.Dimostrareche | ^ ,���
rè R0|}V si spezza su
é . Più in generale, sia 7óAv|{DP
öÞ"R0|}V un polinomiodi grado
duee sia �N
 ß , ß un’estensione di Þ , una radicedi 7 .
Mostrareche 7 spezza in ß .

Esercizio 1.125.Sia 7 unprimoe ��� Â » Ð ��TÃwÄ | � 
*Ò�R0|}V . Sia	G�`
 �����± . Provareche � spezzasu Ò�A�	ÙD .
Teorema1.126(Kr onecker). Abbia �8A\|%D-
�Þ"R0|}V grado ¨ .
Allora esisteun’estensione ß di Þ checontieneunaradice
di � e R´ß æ�Þ-V�£ ¨ . Inoltreesisteun ’estensione ÿJÔ]Þ sucui
� spezza e R´ÿ�æ�Þ-VÖ£n¨�� .

Dim. Sia 7ÖA\|%D un fattoreirriducibile di �8Av|{D in ÞlR;|ËV e sia
ô � Aý7óAv|{DHD . Allora ß � Þ"R0|}VvÔ�ô è un campoed esiste
monomorfismoda Þ in ß , ossiala mappa�Qæ6��âã ��,nô .
RimpiazzandoÞ con �óACÞoD , possiamoassumereche ß sia
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un’estensionedi Þ . Inoltre `Q�N|ï,�ô 
�ß è unaradicedi
7 e quindi di � . Poich́e R´ß æªÞ-Vð� �6Ø���7?£ �6Ø���� , abbiamo
la primapartedell’asserto.

Ora �+Av|%DM� Av|�I�`8DºÊ{A\|%D in ßGR0|}V . Perinduzionesu ¨ esiste
un’estensione ÿJÔ�ß di gradominoreo ugualea Ag¨rI#�WD�� su
cui Ê si spezza.Ma alloraanche� spezzasu ÿ e R´ÿ�æªÞPVð�
RåÿGæ�ßBVyR´ß æ�ÞPV�£n¨�Ag¨�Iu�WD��&��¨�� . q.e.d.

Definizione1.127.Sia ß un’estensionedi Þ e �+Av|%DÙ
QÞlR;|ËV .
1. Se �8Av|%D�
KÞ"R0|}V , allora ß è un campodi spezzamento

per � su Þ se � si spezzasu ß e ß � Þ"Av�%�	�«È�È«ÈÇ��� ¦ D ,
ove �}�	��È«È«ÈÇ��� ¦ sonole radici di � ;

2. se
~

è un insiemedi polinominoncostantisu Þ , allora
ß èuncampodi spezzamentoper

~
su Þ seogni �*
 ~

si spezza su ß e ß � Þ"AvûQD , ove û è l’insiemedi tutte
le radici di tutti i polinomiin

~
.

Intuitivamenteun campodi spezzamentoperun insieme~
è la minimaestensionesucui i polinomi in

~
si spezzano.

Corollario 1.128.Sia
~ � � �2���«È�È«ÈÇ�É� ¦ � un sottoinsiemefi-

nito di ÞlR;|ËV . Allora esisteun campodi spezzamentoper
~

su Þ .

Dim. Si ponga ��� ¯ � � � , allora ß èuncampodi spezza-
mentoper � sselo èper

~
. Per1.126segueil risultato. q.e.d.

Esempio 1.129.Sia � � )S X e �f� 
 �
���) , allora il cam-
po ß � Ò�Av���	��D è di spezzamentoper il polinomio 7 �
| ø IuX�
�Ò�R0|}V . Infatti questopolinomioammette�����&�Ì���&� ^
comeradici. Quindi 7 si spezza su ß . Inoltreogni campodi
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spezzamentocontienenecessariamente� e �'���&��Ô§� , quindi
contieneß .

Corollario 1.130.Sia � 
 ÞlR;|ËV di grado ¨ . Se ß è un
campodi spezzamentodi � su Þ , allora Råß æ�ÞPVc£ ¨�� .

Dim. Perinduzionesu �6Ø���� . Se ¨r� � è ovvio. Sia ß di
spezzamentoper � su Þ esia �s
>ß unaradicedi � . Allora
�r� Av|EI÷�wDºÊ e �6Ø���ÊE��¨=IN� . Inoltre ß è di spezzamento
per Ê su Þ"R0��V . Ma RåÞ"R0��V"æ-Þ-VE£ ¨ , essendoÍmÎÁÏ � Av�wD un
divisoredi � , quindi R´ß æ�ÞPV�� R´ß æ'Þ"R0��VÁVyRåÞ"R0��V�æ'Þ-V�£
Ag¨�Iu�WD��´¨ . q.e.d.

Esempio1.131.Sia . un campoe ß � .{Av|c���«È«È�ÈÇ��| ¦ D . Ab-
biamo già visto comedefinire un’azione di

~ ¦ su ß . Sia
Þ � � A ~ ¦ D , allora

~ ¦ � qr4;skACßzÔ�Þ�D per 1.110 e Råß æ
Þ-V�� � ~ ¦Ë�"� ¨�� . Siano =�� le funzioni simmetriche ele-
mentari,ossia =��'� Â wª| w , ove pi� Ag  � �«È«È�ÈÇ�� j¦_D è un mul-
tiindice di lunghezza �;p{��� Â ­   ­ �   ,   ­ 
 p ��Ä e | w �
¯ ­ | �G¡­ . Allora .{A�=§���«È�È«ÈÇ�'= ¦ D"£ Þ . Vogliamo mostrare che
.{A�=����«È�È«ÈÇ�'= ¦ Dm� Þ . Sia �+Ae�HDl� ¯ ¦�TÃ � Ag��I�| � D�
 ß÷R9�ºV , al-
lora �+Ae�HD�� Â ¦�TÃwÄ A�I�D � = � | ¦ Ð � , ove si pone = Ä � � . Ora ß
è generato dagli | � su . , quindi è un campodi spezzamen-
to per �+Ae�HD su .{A�= � �«È�È«ÈÇ�'=Ç¦§D . Poiché R´ß æóÞ-V�� � ~ ¦Ë�c� ¨�� ,
Råß æ�.{A�= � �«È�È«ÈÉ�'=Ç¦_D�V+á�¨�� . Tuttavia Råß æ�.{A�= � ��È«È�ÈÉ�'=Ç¦]DºV+£�¨��
per 1.130. Per cui Þ � .{A�= � �«È«È�ÈÇ�'=Ç¦]D e ogni funzionera-
zionalesimmetricaè una funzionerazionale nelle funzioni
simmetricheelementari.

ChiusureAlgebriche

Lemma 1.132.Sia ß un campoallora le seguentiafferma-
zioni sonoequivalenti:
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1. Nonesistonoestensionialgebricheproprie di ß ;

2. nonesistonoestensionifiniteproprie di ß ;

3. se ÿ èun’estensionedi ß , allora ß � � �E
>ÿ*��� è algebricosu Þï� ;
4. ogni �8Av|{DJ
>ß÷R0|}V si spezza;

5. ogni �8Av|{DJ
>ß÷R0|}V ammetteunaradicein ß ;

6. ogni polinomioirriducibile su ß hagrado � .
Dim. AH�«D9¢ AkX]D : Infatti ogniestensionefinita èalgebrica.
ACX�D#¢ A\Z�D : Sia � algebricosu ß , allora ßGAv�wD è un’esten-

sionefinita di ß e ßGAv�wD8��ß , cioè �E
>ß .
A\Z�D£¢ A_J�D : Sia �+Av|%D�
?ßGR0|}V e sia ÿ uncampodi spezza-

mentodi � su ß . Siccomeÿ èalgebricosu ß , nesegueche
ÿK�Fß , ossi � si spezzasu ß .
A_J�D9¢ ACU�D : banale.
ACU�D¤¢ A|��D : Sia �G
ößGR;|ËV irriducibile. Allora � ammette

unaradicein ß , ossia� haun fattorelinearee quindi � ha
grado � , essendoirriducibile. A|��D¥¢ A��WD : Sia ÿ un’estensio-
nealgebricadi ß . Si prenda�Q
�ÿ e sia 7óAv|{D'� ÍmÎÁÏ g A\�wD .
Allora �6Ø���7z� � e �m
>ß . q.e.d.

Definizione1.133.Seß soddisfa unadellecondizioniequi-
valenti del Lemma1.132,allora ß dicesialgebricamente
chiuso. Se ß è un’estensionealgebricadi Þ e ß è algebri-
camentechiuso,allora ß dicesiunachiusura algebrica di
Þ .

Esempio1.134.Il campodeicomplessié èalgebricamente
chiuso, fatto che verrà in seguito provato sotto il nomedi
TeoremaFondamentaledell’Algebra. Sia¦ � � �E
*éi�y� è algebricosu Ò �&�
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allora
¦

è algebricamentechiuso. Infatti se �8Av|{Dl
 ¦ R;|ËV ,
allora � si spezzain é . Ne sia � una radice, allora � è
algebricasu

¦
e quindi su Ò per 1.83,cioè �>
 ¦ . Si noti

che
¦ <�Né , poiché é¥Ô§Ò nonèalgebrica.

Desideriamoprovarecheogni campoammetteunachiu-
suraalgebricaequindicheogni insiemedi polinomiammet-
te un campodi spezzamento.A tal fine abbiamobisognodi
alcunirisultatidi AritmeticaCardinaleedelLemmadi Zorn.
Si ricordache òªÄ¥� �vp � .
Lemma1.135.Seß�Ô�Þ èalgebrica,allora �0ß��&£ Í5476 � �)Þm� �ÉòhÄÉ� .

Dim. Dato �Q
 ß , siano �w�	�«È«È�ÈÇ��� ¦ le radici di ÍmÎÁÏ � Av�6D
in ß . Se § è l’insieme di tutti i polinomi monici su Þ si
definisca�næóß ã § ä�p mediante�8Av�6D � AvÍmÎ Ï���Av�wDL��¢�D
se ��� ��¨ . Essendo � iniettiva, allora �0ß��¤£ �v§ ä©po���
Í5476 � �ª§ � �ÇòªÄÉ� . Bastamostrareche �ª§ �a£ Í5476 � �0ÞE� �Çò{ÄÉ� .
Sia § ¦ l’insieme dei polinomi monici di grado ¨ , allora
�v§�¦Ë�c� �)Þ ¦ � , essendoAv�&Ä��«È«È�ÈÇ����¦ Ð � D�âã | ¦ Â ¦ Ð ���ÃwÄ ���¾|}� una
biezione.Se Þ è finito, allora Þ ¦ è finito, altrimenti �0Þ ¦ �&�
�)Þm� (in particolarei punti di un segmentosonoi corrispon-
denzabiunivocacoi punti di un quadrato).Pertanto�ª§ �h�
���[§ ¦ �]�NÍ5476 � �)Þm� �Çò Ä � . q.e.d.

Esercizio 1.136.Sia p�� R0�6�Ì�LV¬«fè , allora ogni elementodi
p è descrittodalla suaespansionedecimale�=� �6È´� � � ^ È«È«È .
Sidefinisca�*æ�p ^ ã p , comesegue �8A\������DM�N�6È´��Ä��	Ä�� � � � È�È«È .
Provareche � realizza unabiezionetra p6^ e p .
Teorema 1.137.Sia Þ un campo. Allora Þ ammetteuna
chiusura algebrica.
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Dim. Sia
~

uninsiemecontenteÞ taleche � ~ �w¡fÍ8476 � �)Þm� �Éò�ÄÉ� .
Sia @ l’insiemedi tutte le estensionialgebrichedi Þ inter-
ne ad

~
. Allora @ è ordinatorispettoall’inclusione. Peril

Lemmadi Zorn esisteun elementomassimaleô di @ . Vo-
gliamoprovareche ô è unachiusuraalgebricadi Þ . Sia ÿ
un’estensionealgebricadi ô . Allora per1.135

�0ÿ-�&£uÍ8476 � �)ô � �Çò Ä �ï£uÍ8476 � �)Þm� �Éò Ä ��� � ~ � È
Percui esisteunafunzione �uæðÿ ã ~

tale che � m®­ � Î � .
Definendo�8Av�",#��Dl� �8Av�wD�, �+A\��D e �8Av�wDLÈý�8A\��D$� �+Av�&��D ,
allora �8AkÿJD risultaessereun’estensionedi ô ed � un omo-
morfismo.Permassimalit̀a �8ACÿJD�� ô e ÿf� ô . Pertanto
ô è algebricamentechiuso. essendoalgebricosu Þ , ne è
chiusuraalgebrica. q.e.d.

Esercizio 1.138(Artin). (Difficile) Sia Þ un campoe sia
~

l’insieme dei polinomi monici irriducibili su Þ . Sia
� �

Þ"R0| � ��� 
 ~ V un anello di polinomi in una variabile per
ogni �d
 ~ . Sia p°¯ � , l’ideale generato da �8Av| � D , �K
 ~ .
Provare che pK<� � . Siaallora ô un idealemassimaleche
contienep e Þ � � � Ô§p . Provare che Þ � è un’estensione di
Þ e che ogni � ammetteuna radice in Þ � . Dato Þ/� si co-
struisca Þ ��� � ripetendoquestaprocedura. Sia ÿ÷� � ë��Ã � Þ � .
Mostrareche � si spezza in ÿ echela chiusura algebricadi
Þ in ÿ è unachiusura algebricadi Þ .

Traiamosubitounaconseguenzada questorisultatotec-
nico.

Corollario 1.139.Sia
~

uninsiemedi polinominoncostanti
su Þ . Allora

~
ammetteuncampodi spezzamentosu Þ .
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Dim. Sia ß unachiusuraalgebricadi Þ . Allora tutti gli
elementidi

~
si spezzanosu ß esia û l’insiemedellerela-

tive radici. Allora ÞlAgûQDo£ ß è un campodi spezzamento
per

~
su Þ . q.e.d.

Corollario 1.140.SeÞ èuncampo,allora il campodi spez-
zamentoÿ di tutti i polinominoncostantisu Þ è unachiu-
sura algebricadi Þ .

Dim. ChiaramenteÿJÔ]Þ è algebrica.Sia ß unachiusura
algebricadi ÿ e sia �

Gÿ . Allora per1.83 � è algebricosu
Þ . SiccomeÍmÎÁÏ��MAv�wD si spezzasu ÿ nesegueche �s
>ÿ e ÿ
è algebricamentechiuso. q.e.d.

Provatal’esistenzaci sipuòchiederequanticampidi spez-
zamentoè possibile determinare.Dato t 
 j���ÍrACÞ¥�ÉÞP~ýD è
possibile estenderet a tutto Þ"R0|}V , definendoA Â � � � | � D��B�
Â � � �� | � . Se �8Av|%D+� ¯ � Av|'Im���eD , allora �8Av|{D � � ¯ � Av|'Im� �� D .
Lemma 1.141.Sia tQ
±j���ÍBACÞ¥�ÉÞ ~ D unisomorfismodi cam-
pi. Sia �8A\|%D�
#Þ"R0|}V irriducibile. Sia ` una radicedi � in
qualche estensioneß di Þ e `Ö~ una radicedi � � in qual-
che estensioneß ~ di Þ ~ . Allora esisteun isomorfismoh#æ
Þ"Aj`8DMã Þ-~vA\`c~TD , taleche hcA\`8D��N`/~ e h�m � �xt .

Dim. Siccome � è irriducibile e �8A\`8D>� � , il polino-
mio minimo di ` su Þ è un multiplo scalaredi � . Quin-
di � e ÍlÎ Ï � A\`8D generanolo stessoidealeprincipale ô in
Þ"R0|}V . Allora esisteun Þ -isomorfismo��æ6ÞlR;|ËVgÔ�ô ã Þ"Aj`8D
definito da �óAeÊ{Av|{Da, ô�Dö� Ê{A\`8D . Analogamenteesiste² æ{Þ ~ R;|ËVgÔ�ô ~ ã Þ ~ A\` ~ D definitoda

² AeÊ{Av|{D�,�ô�Da� Ê{Aj` ~ D ,
ove ô ~ � Ak�³�_D . Inoltre ´GæðÞlR;|ËVgÔ�ô ã Þ ~ R0|}VvÔ�ô ~ definito
da ´/AeÊ{Av|{Dó,�ô�D�� Ê{Av|%Dð,Nô ~ realizzaun Þ isomorfismo.
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PertantohE��� Ð ��µ ´ µ ² æ�ÞlA\`8DMã Þ ~ A\` ~ D èun isomorfismo
cheestendet e taleche hcA\`8D��N` ~ . q.e.d.

Lemma 1.142.Sia tQ
±j���ÍBACÞ¥�ÉÞ ~ D unisomorfismodi cam-
pi, ß un’estensione di Þ e ß ~ un’estensione di Þ ~ . Sia ß
un campodi spezzamentoper

� �§�\� su Þ e h?æ{ß ã ß ~ sia
unomomorfismotale che h m �r�nt . Se � ~� ���³�� , allora hcACßQD
è uncampodi spezzamentoper

� � ~� � su Þ ~ .
Dim. Poich́e ß è uncampodi spezzamentoper

� �Ì�v� , esi-
stono ���	` � ��È«È«ÈÇ��`/¦ 
 ß tali che ���yAv|{D*� �'¯ � Av|>I `/�\D .
Allora �L¶� � ��¶ó¯ � Av|
IF`·¶� D . Siccome ß è generatodalle
radici di � � su Þ , ß ¶ è generatodalleradici degli ��~� , ossiaè
uncampodi spezzamentoper

� � ~� � su Þ ~ . q.e.d.

Mostriamoora il teoremadi estensionedi un isomorfi-
smo,unostrumentocrucialeperla determinazionedelgrup-
podi Galoiseperla costruzionedi automorfismi.

Teorema1.143.Sia tf
�j���ÍBACÞ¥�ÉÞ ~ D , �8Av|{D�
nÞ"R0|}V e �³��

Þ-~vR;|ËV il polinomiocorrispondente. Siano ß e ß*~ campidi
spezzamentoper � e � � su Þ e Þ ~ rispettivamente. Allora
esisteun isomorfismo hn
nj��]ÍrACßB�Éß ~ D , tale che h m ��� t .
Inoltresè èunaradicedi � in ß e ` ~ èunaqualsiasi radice
di ÍmÎÁÏ��MA\`8D � in ßB~ , allora h può essere sceltoin modoche
`·¶-��` ~ .

Dim. Perinduzionesu ¨�� R´ß æhÞ-V . Se ¨G� � , allora �
spezzasu Þ e hQ� t . Si assumail risultatoveroperesten-
sioni di gradominoredi ¨ . Se � si spezzasu Þ , allora il
risultatoè vero.Altrimenti sia 7óAv|%D un fattoreirriducibile di
� e ` unaradicedi 7 e ` ~ unadi 7L� . Si ponga ÿ � Þ"Aj`8D
e ÿ ~ � ÞlA\` ~ D . Allora Råÿ æOÞ-V$¡ � e Råß æ'ÿðV�� ¨ . Per
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il Lemma1.141esisteun isomorfismo̧

[j���ÍBACÿ��Éÿ+~ D tale
che ¸ªA\`8D¥� ` ~ . Siccomeß è un campodi spezzamentoper
� su ÿ e ßB~ lo è per ��~ su ÞP~ , ¸ si estendead un isomorfi-
smo hi
[j���ÍBACßr�Lß ~ D chesoddisfa le richiestedell’asserto.
Ovviamenteh estendet . q.e.d.

Teorema 1.144.Sia t 
�j���ÍBACÞ¥�ÉÞ ~ D un isomorfismo. Sia~ � � �W�v� un insiemedi polinomi
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